
 

 

ФЕДЕРАЛЬНОЕ ГОСУДАРСТВЕННОЕ БЮДЖЕТНОЕ 

ОБРАЗОВАТЕЛЬНОЕ УЧРЕЖДЕНИЕ  

ВЫСШЕГО ПРОФЕССИОНАЛЬНОГО ОБРАЗОВАНИЯ 

 

«МОСКОВСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ 

ПУТЕЙ СООБЩЕНИЯ» 

 

 

 

 КАФЕДРА «МАТЕМАТИКА» 

 

 

 

 

М.В. Ишханян 

 

 

 

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ  МОДЕЛИРОВАНИЕ 

 

Учебное пособие 

 

 

 

 

 

 

 

 

Москва – 2015 



 

 

ФЕДЕРАЛЬНОЕ ГОСУДАРСТВЕННОЕ БЮДЖЕТНОЕ 

ОБРАЗОВАТЕЛЬНОЕ УЧРЕЖДЕНИЕ 

ВЫСШЕГО ПРОФЕССИОНАЛЬНОГО ОБРАЗОВАНИЯ 

 

«МОСКОВСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ 

ПУТЕЙ СООБЩЕНИЯ» 

 

 

 

КАФЕДРА «МАТЕМАТИКА» 

 

 

 

 

М.В. Ишханян 

 

 

 

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ  МОДЕЛИРОВАНИЕ 

 

 

Рекомендовано редакционно-издательским советом 

университета в качестве  учебного пособия 

для студентов направления «Строительство» магистерской 

программы  «Управление стоимостью и девелопмент в ин-

вестиционно-строительном комплексе» 

 

 

 

 

 

 

 

Москва – 2015 



 

 

УДК – 51 

И – 97 

 

Ишханян М.В.  Математическое моделирование: 

Учебное пособие.  – М.: МГУПС (МИИТ), 2015. – 150 с. 

 

Учебное пособие предназначено для студентов на-

правления «Строительство» магистерской программы 

«Управление стоимостью и девелопмент в инвестиционно-

строительном комплексе», обучающихся по дисциплине 

«Математическое моделирование».  Содержит основные 

понятия, определения, положения и подходы математиче-

ского моделирования, представлена классификация мате-

матических моделей.  Изложены основные методы и моде-

ли в области математического моделирования экономиче-

ских задач в строительстве, включающих в себя модели 

прогнозирования на основе временных рядов, эконометри-

ческие однофакторные и многофакторные модели. Теоре-

тический материал сопровождается решением типовых 

практических задач. Каждый из разделов снабжен переч-

нем заданий для самостоятельной работы.  Может быть 

использовано для проведения практических занятий, а так 

же для организации самостоятельной  работы студентов. 

 

Рецензенты:  

 

В.Н. Деснянский, к.ф.-м.н., зав. кафедрой «Математиче-

ский анализ» МИИТа; 

Л.А. Климина, к.ф.-м.н., с.н.с. НИИ механики МГУ имени 

М.В. Ломоносова. 

 

  © МГУПС (МИИТ), 2015 



3 

 

Оглавление 
§ 1. Методология экономико-математического 

моделирования ........................................................................ 6 

Введение ..................................................................... 6 

Понятие модели........................................................ 10 

Классификация моделей .......................................... 11 

Классификация математических моделей 

экономических систем ...................................................... 15 

Классификация математических методов ............. 21 

§2.  Основы эконометрики .......................................... 23 

Понятие эконометрики: предмет, цель, задачи ..... 23 

Эконометрическая модель ...................................... 25 

Основные этапы эконометрического 

моделирования ................................................................... 28 

Типы данных в эконометрическом моделировании

 ............................................................................................. 28 

Переменные в эконометрическом моделировании

 ............................................................................................. 29 

§3. Методы и модели корреляционно-регрессионного 

анализа ................................................................................... 31 

Понятие корреляционной зависимости ................. 31 

Понятие корреляционного анализа. Понятие 

корреляции ......................................................................... 33 

Парная корреляция .................................................. 34 

Свойства коэффициента парной корреляции .... 35 

Оценка статистической значимости 

коэффициента парной корреляции .............................. 36 

Множественная корреляция.................................... 37 

Проверка статистической значимости 

коэффициента множественной корреляции ................ 38 

Коэффициент детерминации ............................... 39 

Проверка статистической значимости 

коэффициента детерминации    ................................. 40 



4 

 

Понятие регрессионного  анализа .......................... 40 

Парная регрессия ..................................................... 43 

Требования теоремы Гаусса-Маркова 

(предпосылки МНК) ...................................................... 45 

Оценка статистической значимости 

коэффициентов уравнения парной регрессии ............. 46 

Оценка качества уравнения  линейной регрессии

 ......................................................................................... 47 

Множественная регрессия ...................................... 49 

Требования теоремы Гаусса-Маркова 

(предпосылки МНК) ...................................................... 50 

Оценка качества уравнения множественной 

линейной регрессии ....................................................... 51 

Проверка выполнения предположений 

регрессионного анализа по остаткам ............................... 54 

Отбор факторных признаков в модель .................. 57 

Практические приложения регрессионной модели

 ............................................................................................. 61 

Эластичность ........................................................ 61 

Прогнозирование .................................................. 62 

§4. Решение задач корреляционно-регрессионного 

анализа ................................................................................... 64 

Пакет «Анализ данных» .......................................... 64 

Ссылки (или имена) как аргументы функций и 

формул ............................................................................ 64 

Вставка функций .................................................. 65 

Использование надстройки «Пакет анализа» .... 65 

Форматы чисел в MS Excel ................................. 66 

Копирование листов Microsoft Excel .................. 69 

Создание парных диаграмм рассеяния .............. 70 

Регрессионная статистика в отчете Excel .......... 72 

Дисперсионный анализ в отчете Excel ............... 73 

Решение типовых задач ........................................... 75 

Задачи для самостоятельного решения ................ 103 



5 

 

§5. Методы и модели  прогнозирования временных 

рядов экономических показателей .................................... 107 

Понятие ряда динамики. Понятие временного ряда

 ........................................................................................... 107 

Проверка гипотезы о наличии тренда .................. 109 

Модель временного ряда ....................................... 110 

Порядок анализа  модели .................................. 111 

Сглаживание ряда динамики ................................ 111 

Численное сглаживание ..................................... 111 

Аналитическое  сглаживание ряда динамики . 114 

Исследование структуры ряда. Автокорреляция 

уровней ряда .................................................................... 114 

Моделирование сезонных и циклических 

колебаний ......................................................................... 117 

Прогнозирование временных рядов ..................... 118 

Мультипликативная модель ряда ..................... 119 

Аддитивная модель ряда ................................... 119 

§6.  Анализ и прогнозирование  временных рядов в 

Excel...................................................................................... 120 

Анализ временных рядов с помощью инструмента 

" Мастер диаграмм" ......................................................... 120 

Решение типовых задач ......................................... 126 

Задачи для самостоятельного решения ................ 139 

Приложения................................................................ 141 

Приложение 1 ......................................................... 141 

Приложение 2 ......................................................... 142 

Приложение 3 ............................................................. 143 

Приложение 4 ......................................................... 145 

Приложение 5 ......................................................... 147 

Приложение 6 ......................................................... 149 

Литература.................................................................. 150 

 

 

  



6 

 

§ 1. Методология экономико-

математического моделирования 
 

Введение 

 

В течение всей своей жизни человек вынужден при-

нимать те или иные решения: какой подарок попросить на 

день рождения, куда пойти учиться, как лучше потратить 

лишние (или последние) деньги и т. д. 

Если определенная ситуация, требующая принятия 

решения, повторяется достаточно часто, то решение при-

ходит «само собой», автоматически. Если же ситуация не-

достаточно знакома или человек не располагает всей необ-

ходимой информацией, то принятие решения существенно 

усложняется. В таких случаях он вынужден, как правило, 

сравнивать между собой несколько возможных вариантов 

и выбирать тот, который кажется ему наиболее предпочти-

тельным (или наименее опасным). 

Значительно более важные последствия имеют так 

называемые управляющие решения. Из теории исследова-

ния операций известно, что количественно принятое реше-

ние можно оценить с помощью показателя эффективно-

сти (ПЭ) функционирования исследуемой (разрабатывае-

мой) системы, в том числе экономической. 

В общем случае он отражает результат функциони-

рования системы, являющийся функцией трех факторов: 

                      

  – полезный  эффект операции; 

  – затраты ресурсов на проведение операции; 

  – затраты  времени на ее проведение. 

  – стратегия проведения операции    
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ПЭ позволяет оценить (точнее, описать) результат 

операции, полученный при использовании конкретной 

стратегии. Однако даже если такие оценки будут получены 

для всего множества допустимых стратегий, этого еще не-

достаточно, чтобы выбрать одну из них, ту, которая будет 

реализована.  

Например, при оценке загруженности вычислитель-

ной сети оказалось, что коэффициент использования равен 

0,7. Хорошо это или плохо?  

Чтобы ответить на подобный вопрос, необходимо 

сформулировать правило, позволяющее лицу, принимаю-

щему решение (ЛПР), сравнивать между собой стратегии, 

характеризующиеся различными значениями ПЭ. В одних 

случаях правило сравнения может быть очень простым, в 

других же его вообще не удается найти и приходится из-

менять (уточнять) показатель эффективности. 

Скажем, если автомобиль одной и той же марки в 

двух разных автосалонах продается по разным ценам (при 

прочих равных условиях), то правило выбора салона на-

прашивается само. Совсем другое дело, когда автомобили 

различаются стоимостью, фирмой-изготовителем, дизай-

ном, организацией гарантийного обслуживания и т.д. При 

этом первый оказывается предпочтительнее по одним по-

казателям, второй - по другим. В такой ситуации покупа-

тель должен сначала определить правило выбора и только 

после этого сравнивать между собой различные варианты. 

В теории принятия решений правило, на основании 

которого производится выбор стратегии, отвечающей ин-

тересам ЛПР, называется критерием эффективности. 

Таким образом, показатель эффективности и крите-

рий эффективности в совокупности отражают цели, кото-

рые преследует ЛПР при проведении данной операции, а 

также наиболее предпочтительный для него способ дости-

жения этой цели. 
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Лица, ответственные за принятие решений, ка-

сающихся проектирования и создания экономических 

систем, могут оценить их эффективность одним из трех 

следующих способов: 

 проведение эксперимента с экономической 

системой; 

 использование данных о поведении системы в 

прошлом; 

 использование методов моделирования. 

 

Теоретически всегда есть возможность проводить 

управляемые эксперименты с экономической системой 

фирмы, отрасли или страны. Однако принятие неопти-

мальных решений может причинить ущерб экономической 

системе. При этом, чем больше масштаб системы, тем 

ощутимее убытки. Тем не менее, на практике такие экспе-

рименты нередко производились и производятся (в неко-

торых странах) с неизменно отрицательным результатом.  

Даже в случае оптимальных решений, касающихся, 

например, управления деятельностью фирмы, при прове-

дении натурных экспериментов трудно сохранить постоян-

ство факторов и условий, влияющих на результат, а следо-

вательно, сложно обеспечить надежную оценку различных 

экономических решений. 

Если есть данные о развитии экономической системы 

за некоторый период времени в прошлом, то можно про-

вести мысленный эксперимент на этих данных. Однако для 

этого нужно знать точно, какие изменения и каких вход-

ных переменных привели к наблюдаемому изменению вы-

ходных переменных, характеризующих эффективность 

экономической системы. Иногда причинами изменений 

могут оказаться случайные возмущения, или так называе-

мый «шум». Поэтому нельзя слишком доверять оценкам 
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экономических решений, полученным на основе данных о 

развитии системы в прошлом. 

Всегда можно построить математическую модель 

рассматриваемой системы, связывающую входные (неза-

висимые) переменные с выходными (зависимыми) пере-

менными, а также с экономической стратегией, т.е. со спо-

собом управления экономической системой. Если есть ос-

нования для того, чтобы считать разработанную математи-

ческую модель адекватной рассматриваемой экономиче-

ской системе, то с помощью модели можно производить 

расчеты или машинные эксперименты (если модель реали-

зована на ЭВМ). По результатам этих экспериментов мож-

но выработать рекомендации по повышению эффективно-

сти существующей или проектируемой экономической 

системы  

Условием для разработки модели является наличие 

так называемой информационной достаточности. Это оз-

начает, что разработчик должен иметь достаточное пред-

ставление о том, что является входными и выходными пе-

ременными в исследуемой системе и какие факторы ока-

зывают влияние на процесс ее функционирования. Если 

уровень информационной достаточности невысок, то соз-

дать модель, с помощью которой можно получать новые 

знания об объекте-оригинале, невозможно. Если же уро-

вень информационной достаточности велик, т.е. система 

уже хорошо изучена, то вопрос о создании модели теряет 

смысл, так как новых знаний она также не даст. 

Следовательно, разрабатывать модель имеет 

смысл только в том случае, если объект-оригинал еще 

недостаточно изучен или вообще не существует в при-

роде и только проектируется. 

Если объект-оригинал существует, то модель счита-

ется адекватной ему в том случае, если зависимость вы-

ходных переменных от входных параметров в модели и в 
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объекте-оригинале практически совпадает. При упрощении 

моделей степень адекватности снижается. 

Если же объекта-оригинала еще не существует, то 

модель считается адекватной ему, если она с достаточной 

степенью приближения на уровне понимания моделируе-

мого процесса исследователем отражает закономерности 

процесса функционирования реальной системы. Залогом 

адекватности в этом случае является полнота описания мо-

делируемого процесса, т.е. учет всех факторов, поддаю-

щихся формализации. 

 

Понятие модели 

 

Существует множество различных типов моделей, 

особое место среди которых занимают математические 

модели.  

Что же такое модель? 

 

Модель представляет собой абстрактное описание 

системы (объекта, процесса, проблемы, понятия) в некото-

рой форме, отличной от формы их реального существова-

ния. 

 Моделирование представляет собой один из основ-

ных методов познания, является формой отражения дейст-

вительности и заключается в выяснении или воспроизве-

дении тех или иных свойств реальных объектов, предметов 

и явлений с помощью других объектов, процессов, явле-

ний, либо с помощью абстрактного описания в виде изо-

бражения, плана, карты, совокупности уравнений, алго-

ритмов и программ. 

Итак, в процессе моделирования всегда существует 

оригинал (объект) и модель, которая воспроизводит (мо-

делирует, описывает, имитирует) некоторые черты объек-
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та, т.е. модель  - объект любой природы, который создает-

ся исследователем с целью получения новых знаний об 

объекте- оригинале и отражает только существенные (с 

точки зрения разработчика) свойства оригинала. 

Анализируя содержание этого определения, можно 

сделать следующие выводы: 

 любая модель субъективна, она несет на себе пе-

чать индивидуальности исследователя; 

 любая модель гомоморфна, т.е. в ней отражаются 

не все, а только существенные свойства объекта-

оригинала; 

 возможно существование множества моделей од-

ного и того же объекта-оригинала, отличающихся 

целями исследования и степенью адекватности. 

 Модель считается адекватной объекту-оригиналу, 

если она с достаточной степенью приближения на 

уровне понимания моделируемого процесса иссле-

дователем отражает закономерности процесса 

функционирования реальной системы во внешней 

среде. 

Классификация моделей 

 

Приведем общую классификацию основных видов 

моделей: 
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1. Физическая м дель обеспечивает  аналогию физической 

природы и модели (примером может служить аэродина-

мическая труба).  

2. Анал г вая м дель  бес ечивает сходство процессов, 

протекающих в оригинале и модели (так, с помощью 

гидроинтегратора моделируется передача тепла). 

МОДЕЛИ 

МАТЕРИАЛЬНЫЕ 

ФИЗИЧЕСКИЕ 
(сохраняется 
физическая 

природа) 

АНАЛОГОВЫЕ 

 (по аналогии) 

ИДЕАЛЬНЫЕ 

ЗНАКОВЫЕ 
(семиотическ

ие) 

ЛОГИЧЕСКИ
Е 

МАТЕМАТИ
ЧЕСКИЕ 

АНАЛИТИЧЕСКИЕ 

АЛГОРИТМИЧЕСКИЕ 
(ИМИТАЦИОННЫЕ) 

КОМБИНИРОВАННЫЕ 

ГЕОМЕТРИЧ
ЕСКИЕ 

ИНТУИТИВНЫ
Е 

( мысленные) 
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3. Интуитивная м дель используется для прогнозирова-

ния на основе анализа наблюдений прошлого периода: 

объема продаж, прибыли и денежного потока. При этом 

не предпринимаются попытки объяснить причинные 

взаимосвязи, которые лежат в основе модели. 

4.  Л гическая м дель - модель, в которой представлены 

различные варианты выбора действий на основе умо-

заключений и анализа условий.  

5. Ге метрическая м дель - это графические формы и 

объемные конструкции. Например: рисунок, пикто-

грамма, чертеж, карта, план, объемное изображение и т. 

д. 

6. Для аналитическ г  моделирования характерно то, что 

для описания процессов функционирования системы 

используются системы алгебраических, дифференци-

альных, интегральных или конечно-разностных уравне-

ний. Аналитическая модель может быть исследована 

следующими методами: 

 аналитическим, когда стремятся получить в общем 

виде явные зависимости для искомых характери-

стик; 

 численным, когда, не умея решать уравнения в об-

щем виде, стремятся получить числовые результаты 

при конкретных начальных данных; 

 качественным, когда, не имея решения в явном ви-

де, можно найти некоторые свойства решения (на-

пример, оценить устойчивость решения). 

Желая использовать аналитический метод, часто идут 

на существенные упрощения первоначальной модели, 

чтобы иметь возможность изучить хотя бы общие свой-

ства системы. Аналитические модели бывают детерми-

нир ванные и статистические.  
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Численный метод проведения аналитических расчетов с 

помощью датчиков случайных чисел получил название 

метода статистических испытаний, или мет да М нте-

Карл . 

7. При алг ритмическ м (имитаци нн м) м делир вании 

описывается процесс функционирования системы во 

времени, причем имитируются элементарные явления, 

составляющие процесс, с сохранением их логической 

структуры и последовательности протекания во време-

ни. Имитационные модели также могут быть детерми-

нированными и статистическими. В последнем случае в 

модели с помощью датчиков случайных чисел имитиру-

ется действие неопределенных и случайных факторов. 

Такой метод моделирования получил название мет да 

статистическ г  м делир вания. В настоящее время 

этот метод считается наиболее эффективным методом 

исследования сложных систем, а часто и единственным 

практически доступным методом получения информа-

ции о поведении гипотетической системы на этапе ее 

проектирования. 

8. К мбинир ванн е м делир вание позволяет объединить 

достоинства аналитического и алгоритмического моде-

лирования. При построении комбинированных моделей 

производится предварительная декомпозиция процесса 

функционирования модели на составляющие подпро-

цессы. Для тех из них, где это возможно, используются 

аналитические модели, а для остальных процессов стро-

ятся алгоритмические модели. 
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Классификация математических моделей 

экономических систем 

Экономические процессы происходят в значительной 

мере стихийно, неуправляемо. Они плохо поддаются по-

пыткам волевого управления со стороны политических, 

государственных и хозяйственных руководителей отдель-

ных отраслей и экономики страны в целом. По этой при-

чине экономические системы плохо поддаются изучению и 

формализованному описанию. 

Существующие математические модели, которые 

принято называть моделями экономических систем, можно 

условно разделить на две группы: общие экономические 

модели и модели управления предприятиями. 

 

Общие экономические модели 

 

В основу классификации общих экономических мо-

делей заложен масштаб изучаемой экономической систе-

мы. С этой точки зрения модели можно разделить на три 

большие группы: модели фирм, отраслевые модели и мак-

роэкономические модели. 

Разновидности моделей фирм: 

 модели отдельных фирм; 

 модели конкурентных отраслей; 

 модели дуополий (объединений двух фирм); 

 модели олигополии (объединений нескольких 

фирм); 

 модели монополий. 
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К отраслевым моделям относятся комплексные, или 

агрегированные, модели, описывающие отдельные отрасли 

народного хозяйства как единое целое.  

Макроэкономические модели предназначены для 

имитации экономических систем крупного масштаба, та-

ких как область или страна в целом.  

 

Модели управления предприятием 

 

Это микроэкономические модели, отличающиеся 

друг от друга не столько областью применения, сколько 

тем, какая типовая математическая схема заложена в осно-

ву модели и каковы особенности используемого математи-

ческого аппарата. 

К моделям управления предприятиями относятся: 

 модели массового обслуживания; 

 модели управления запасами; 

 производственные модели; 

 модели торговли; 

 финансовые модели. 
 
Для многих промышленных систем характерен поток 

входных требований (заявок), поступающих в один или не-

сколько каналов обслуживания и иногда образующих оче-

редь. Заявками могут быть производственные и торговые 

заказы, заявки на ремонт станков, посадку самолетов в аэ-

ропорту и заправку автомобилей на автозаправочной стан-

ции. Канал обслуживания может представлять собой сово-

купность устройств, этап производственного процесса, аэ-

ропорт или театральную кассу. Интервалы между последо-

вательными заявками и продолжительность их обслужива-

ния являются случайными величинами. 
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К м делям системы масс в г   бслуживания отно-

сятся модель  бензоколонки,  нотариальной конторы,  па-

рикмахерской, столовой самообслуживания, станции авто-

мобильного обслуживания и т.п. Общей для этих моделей 

является заложенная типовая математическая схема - схе-

ма системы массового обслуживания с переменным чис-

лом каналов, однородным потоком заявок, без отказов и с 

ограниченным ожиданием. В задачу моделирования вхо-

дит установление оптимального числа каналов, которое 

при определенном соотношении входных параметров 

(среднего времени между соседними заявками и среднего 

времени обслуживания) обеспечивает максимальное зна-

чение показателя эффективности процесса функциониро-

вания системы. Для конкретной экономической системы в 

качестве критерия эффективности используется условие 

максимума прибыли. 

 

К  р изв дственным м делям относится математи-

ческую модель производственной фирмы, включающей 

несколько цехов, которые последовательно участвуют в 

процессе производства некоторого изделия. Заказы на из-

готовление изделия поступают нерегулярно (в случайные 

моменты времени). При оптимальной структуре предпри-

ятия (количестве цехов) и оптимальном распределении 

производственных ресурсов обеспечивается максимум 

прибыли. Имитация работы предприятия производится с 

помощью модели одноканальной многофазной системы 

массового обслуживания, без отказов с неограниченным 

ожиданием. 

К моделям этого же класса относятся модели, услов-

но названные моделями управленческого звена учрежде-

ния, фирмы или предприятия, состоящего из начальника 

(заведующего) и двух его заместителей. Все они принима-

ют участие в процессе приема посетителей или обработки 
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документации. Часть посетителей, побывавших на приеме 

у одного из заместителей, затем отправляются на прием к 

начальнику. При определенном соотношении параметров 

системы можно обеспечить практически одинаковую заня-

тость каждого из трех должностных лиц. С точки зрения 

используемого математического аппарата это модель 

двухканальной двухфазной системы массового обслужи-

вания с двумя приоритетами заявок, без отказов с неогра-

ниченным ожиданием. 

Обширную группу промышленных систем, при изу-

чении которых эффективна численная имитация, образуют 

так называемые системы хранения запасов. Большинство 

задач управления запасами сводится к поиску оптимально-

го распределения поставок в моделируемую систему. Мо-

дель должна дать ответ на вопрос: сколько следует фирме 

заказывать (или производить) и как часто она должна по-

вторять заказы, чтобы минимизировать сумму издержек 

хранения запаса, издержек, связанных с организацией по-

ставок, и потерь вследствие недостатка продукта на скла-

де? 

К м делям у равления за асами относятся модели 

системы управления запасами однородного товара на 

складе. Предполагается, что, когда уровень запаса падает 

ниже некоторой критической отметки, оформляется заказ 

на поставку новой партии товара. При отсутствии товара 

на складе применяются штрафные санкции. При опреде-

ленном соотношении параметров системы суммарные рас-

ходы на содержание склада могут быть минимизированы. 

С точки зрения используемого математического ап-

парата это математическая модель, в которой две входные 

переменные (дневной спрос и время выполнения заказа) 

являются случайными величинами, что определяет слу-

чайный характер выходной характеристики - суммарных 

издержек, характеризующих работу склада за определен-
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ный период времени. Время между соседними заявками на 

приобретение товара и время на выдачу товара в модели не 

фигурируют. Поэтому эту модель нельзя отнести к классу 

моделей СМО, однако это тоже непрерывно-

стохастическая модель. 

К гру  е м делей т рг вли относится так называемая 

модель фирмы. Примером такой модели может быть мо-

дель выездной торговой точки, которая может вести тор-

говлю в различных пунктах с различными условиями при 

действии случайных факторов. Задача состоит в установ-

лении закономерностей моделируемого процесса и  усло-

вий, при которых пункты торговли могут считаться экви-

валентными по получаемой прибыли. 

В качестве типовой математической схемы здесь ис-

пользована общая непрерывно-стохастическая модель, в 

которой имитируется влияние дискретных и непрерывных 

случайных факторов. Такая модель при изменении ком-

плекта исходных данных может использоваться как вари-

ант транс  ртн й м дели, в которой осуществляется ими-

тация процесса перевозки грузов по нескольким маршру-

там в условиях влияния случайных помех и непостоянства 

скорости движения на различных участках дороги. 

 

С помощью финанс в й м дели (м дель инвестиций) 

определяется объем капиталовложений в условиях неопре-

деленности. Примером такой модели является модель ин-

вестиционной компании, предполагающей вложить свои 

средства в строительство нового предприятия. Предпри-

ятие будет выпускать продукцию, пользующуюся спросом 

на рынке. Модель должна оценивать минимальную гаран-

тированную прибыль от продажи продукции в условиях 

конкуренции на рынке. Финансовая модель позволяет оце-

нивать риски инвесторов. Используемая типовая матема-

тическая схема представляет собой непрерывно-
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стохастическую модель. Для раскрытия неопределенности 

необходимо выбрать в качестве одной из входных пере-

менных случайную величину, имеющую произвольное 

дискретно-непрерывное распределение. 

 

Классификация математических методов 

 

Выделим среди экономико-математических методов 

и моделей следующие разделы: 

 

 Математическая  статистика и эконометрика:   

 выборочный метод,  

 дисперсионный анализ, корреляционный анализ, 

  регрессионный анализ,  

 многомерный статистический анализ,  

 факторный анализ,  

 теория индексов и др.; 

 Математическая  экономика и изучающая те же вопро-

сы с количественной стороны эконометрика:  

 теория экономического роста 

  теория производственных функций 

 межотраслевые балансы,  

 национальные счета, 

  анализ спроса и потребления,  

 региональный и пространственный анализ,  

 глобальное моделирование и др.; 

 Исследование операций (или  методы оптимальных 
решений):  

 линейное программирование,  

 нелинейное программирование,  

 динамическое программирование,  

 целочисленное программирование, 

 сетевые методы планирования и управления,  
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 теория и методы управления запасами,  

 теория массового обслуживания,  

 теория игр,  

 теория и методы принятия решений,  

 теория расписаний и др.; 

 Методы экспериментального изучения экономических 

явлений: 

 методы анализа и планирования экономических 

экспериментов,  

 имитационное моделирование,  

 деловые игры и др.; 

 Узкопрофильные методы:  
 оптимальное планирование, 

  теория оптимального ценообразования,  

 модели материально-технического,  

 модели капиталистического цикла,  

 модели монополии,  

 модели индикативного планирования,  

 модели теории фирмы и т.д.  

 

Учитывая возросший в последнее время интерес к 

моделям и методам эконометрики, в настоящем курсе мы 

изучим основные методы и модели эконометрики. 
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§2.  Основы эконометрики  
 

Понятие эконометрики: предмет, цель, за-

дачи 

 

Термин «эконометрика» впервые появился в иссле-

дованиях П. Цъемпы(1910), Й. Шумпетера (1923), Р.  

Фриша (1930) и является соединением двух слов: «Эконо-

мика» и «метрика».  

В настоящее время не существует единого строгого 

определения эконометрики. Наиболее часто употребляется 

следующее понятие: 

 

 
 

Ученые–эконометристы, признанные авторитеты в 

области эконометрических знаний, по-разному подходили 

к определению эконометрики. 

Р.Фриш: «Эконометрика есть единство трех состав-

ляющих – статистики, экономической теории и математи-

ки». 

С. Фишер: «Эконометрика занимается разработкой и 

применением статистических методов для измерения 

взаимосвязей между экономическими переменными». 

С. Айвазян: «Эконометрика объединяет совокуп-

ность методов и моделей, позволяющих придать количест-

венные выражения качественным зависимостям». 

Эконометрика – это наука, предметом изучения 

которой является количественное выражение взаимо-

связей экономических явлений и процессов. 
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Анализ подходов к определению эконометрики, со-

стояние эконометрической науки позволяют сформулиро-

вать цель эконометрики, которая достигается решением 

определенных задач. 

 

 
 

Задачи эконометрики можно разделить на три типа: 

 

 по конечным прикладным целям 

 Задачи прогноза экономических показателей, харак-

теризующих состояние и развитие изучаемого явле-

ния 

 Задачи моделирования возможных вариантов эко-

номического развития системы для определения па-

раметров которые оказывают наиболее сильное 

влияние на состояние системы в целом 

 по уровню иерархии  

 Задачи макроуровня (страна в целом) 

 Задачи мезоуровня (уровень отраслей, регионов) 

 Задачи микроуровня (уровень фирмы, предприятия, 

семьи) 

 по области решения проблем изучаемой экономической 

системы 

 Закономерности в экономике проявляются как 

взаимосвязи между экономическими показателями. 

 В большинстве случаев их стремятся выразить в 

сравнительно простой математической форме. 

Цель эконометрики – это разработка способов 

моделирования и количественного анализа реальных 

экономических объектов и систем. 
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Эконометрическая модель 

 

Основой эконометрического моделирования является 

эконометрическая модель. Экономический объект в такой 

модели описывается и изучается с помощью статистиче-

ских данных.  

Эконометрическая модель учитывает реальные усло-

вия существования изучаемого объекта и не противоречит 

общим законам экономики. Ошибка предсказаний по такой 

модели не превосходит заданной величины.  

 

Общий вид эконометрической модели 

 

          
 

где   – наблюдаемое значение зависимой переменной 

(объясняемая переменная, результат);      – объясненная 

часть зависимой переменной  , которая зависит от значе-
ний объясняющих переменных   (факторов);   – случай-

ная составляющая (ошибка, возмущение). 

 

Задачи эконометрического моделирования 

 

1. Определение объясненной части, на основе экспе-

риментальных данных 

2. Получение оценок параметров распределения слу-

чайной составляющей, рассматривая ее как случай-

ную величину 
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Эконометрические модели можно условно разделить 

на три класса: 

 
 

Примеры эконометрических моделей 

 

 Регрессионные модели с одним уравнением 

 Модель цены от объема поставки 

 Модель спроса от цены на отдельный товар и 

от реальных доходов потребителей 

 Модель зависимости объема производства от 

производственных факторов 

 Системы одновременных уравнений 

 Модель спроса и предложения 

 Кейнсианская модель формирования дохо-

дов 

 Балансовая модель Леонтьева 

Эконометрически
е модели 

Регрессионны
е модели с 
одним 

уравнением 

Системы 
одновременных 

уравнений 

Модели 
временных 

рядов 

Эконометрическая модель – главный инстру-

мент эконометрики, предназначена для анализа и 

прогноза экономических объектов, явлений и про-

цессов. 
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 Модели временных рядов 

 Модель потребления энергоресурсов с уче-

том сезонности 

 Модель объема продаж 

 Модель динамики товарооборота и доходов 

населения 

 

Эконометрические модели отражают свойства изу-

чаемых объектов, явлений и процессов: 

 

• свойство времени двигаться вперед  используется в 

моделях временных рядов (экономические явления 

происходят в пространстве и во времени) 

• свойство прошлых, настоящих и будущих значе-

ний переменных влиять на текущее состояние эко-

номического явления реализуется в моделях авто-

регрессии и автокорреляции, в моделях адаптивного 

прогноза 

• свойство динамического равновесия многих эко-

номических явлений применяется в решении систем 

одновременных уравнений 

• свойство цикличности большого количества эко-

номических явлений находит место в моделях вре-

менных рядов с сезонной составляющей 

• свойство временной задержки (лага) между при-

чиной и следствием экономического явления про-

является в модели с распределенным лагом 
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Основные этапы эконометрического моде-

лирования 

 

В процессе эконометрического исследования можно 

выделить следующие этапы: 

 

 1-й этап. Постановочный. Определение  конечных 

целей моделирования, формирование набора участ-

вующих в модели факторов и их ролей. 

 2-й этап. Спецификация модели. Выбор общего 

вида модели, состава и вида входящих в нее функ-

циональных взаимосвязей. 

 3-й этап. Информационный. Сбор необходимой 

статистической информации, т.е. значений участ-

вующих в модели факторов 

 4-й этап. Идентификация модели. Анализ модели, 

статистическое оценивание параметров модели. 

 5-й этап. Проверка модели. Сопоставление реаль-

ных и оцененных данных, проверка адекватности 

модели. 

Типы данных в эконометрическом модели-

ровании 

 

В эконометрике применяются два основных типа вы-

борочных данных: пространственные и временные.  

 

Пространственный тип данных - совокупность 

экономической информации, характеризующие разные 

объекты за определенный период (момент) времени.  

 

Примеры:  

• объем производства предприятий региона  
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• численность экономически активного населения  

• показатели экономической деятельности предпри-

ятий  

 

Временной тип данных - совокупность экономиче-

ской информации, характеризующей определенный объект 

за различные периоды (моменты) времени.  

 

Примеры:  

• индекс потребительских цен 

• численность занятых за последние годы 

• объем произведенных предприятием товаров 

Переменные в эконометрическом модели-

ровании 

 

Переменные в эконометрической модели любого 

класса условно можно разделить на следующие виды:  

 

Экзогенные (независимые, х) – значения задаются 

извне модели  

Эндогенные (зависимые, у) – значения определяют-

ся внутри модели  

Лаговые (экзогенные или эндогенные) – значения 

переменных датируются предыдущими моментами време-

ни и находятся в уравнении с текущими переменными 

Предопределенные (лаговые и текущие экзогенные 

переменные, лаговые эндогенные переменные) 

 

 Количество независимых переменных(  ), 

включенных в модель, не должно быть слишком 

большим и должно быть теоретически обосно-

ванным. 
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 Качество модели зависит от объема исходных 

данных (  – объем выборки). 

 Объем выборки и число независимых перемен-

ных в модели связаны соотношением      
     

 

Цель эконометрической модели каждого класса – 

объяснить значения текущих эндогенных (результативных) 

переменных в зависимости от значений предопределенных 

(независимых) переменных. 
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§3. Методы и модели корреляционно-

регрессионного анализа 
 

Понятие корреляционной зависимости 

  

Экономические явления, обладая большим разнооб-

разием, характеризуются множеством признаков, отра-

жающих те или иные их свойства. Эти признаки изменя-

ются (варьируются) во времени и пространстве. Нередко 

изменения признаков взаимозависимы и взаимообусловле-

ны. В одних случаях связь (зависимость) между признака-

ми оказывается очень тесной (например, часовая выработ-

ка и заработная плата), а в других случаях связь между 

признаками вовсе не обнаруживается или выражается 

очень слабо (например, пол студентов и их успеваемость). 

Чем теснее связь между признаками, тем точнее прини-

маемые решения и легче управление системами.  

Различают два типа зависимости между явлениями и 

их признаками: функциональную, или жестко детермини-

рованную (например, зависимость выработки продукции 

на одного рабочего от объема выпущенной продукции и 

численности рабочих), и статистическую (например, за-

висимость между производительностью труда и себестои-

мостью единицы продукции). 

 

 
 

 Функциональная зависимость – это связь, при 

которой каждому значению независимой переменной 

х соответствует точно   ределенн е (единственное) 

значение зависимой переменной у. 
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 Функциональная зависимость чаще всего встречает-

ся в естественных науках. Реже подобные связи наблюда-

ются в общественной жизни, в частности в экономических 

процессах. 

 Для социально-экономических явлений характерно 

то, что наряду с существенными факторами на них оказы-

вают воздействие многие другие, в том числе случайные 

факторы. В связи с этим существующая зависимость не 

проявляется здесь в каждом отдельном случае, как при 

функциональных связях, а лишь «в общем и среднем» при 

большом числе наблюдений. В этом случае говорят о ста-

тистической зависимости.  

 

 
 

Частным случаем статистической зависимости явля-

ется корреляционная зависимость 

 

 
 

Корреляционная связь является «неполной» зависи-

мостью, которая проявляется не в каждом отдельном слу-

Корреляционная зависимость – это связь, при 

которой каждому значению независимой переменной 

х соответствует определенное математическое ожи-

дание (среднее значение) зависимой переменной у.   

 

Статистическая зависимость – это связь, 

при которой каждому значению независимой пере-

менной х (факторного признака) соответствует мно-

жество значений зависимой переменной у (результа-

тивного признака), причем неизвестно заранее, какое 

именно значение примет у.  
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чае, а только в средних величинах при достаточно боль-

шом числе случаев.  

Известно, например, что повышение квалификации 

работника ведет к росту производительности труда. Это 

положение подтверждается в массе явлений и не означает, 

что у двух или более рабочих одного разряда, занятых ана-

логичным процессом, будет одинаковая производитель-

ность труда. Уровни их выработки будут различаться, хотя 

и незначительно, так как у этих рабочих могут быть раз-

личными стаж работы, техническое состояние станка, со-

стояние здоровья и т.д.  

Из этого следует, что статистическая зависимость 

- свойство совокупности в целом, а не отдельных ее 

единиц. 

Корреляционная связь: 

 в зависимости от направления действия бывает 

прямая и обратная 

 по аналитическому выражению может быть прямо-

линейной (линейной) и криволинейной (нелиней-

ной) 

 в зависимости от количества факторных признаков 

корреляционные связи делят на однофакторные 

(парные) и многофакторные (множественные)  

Понятие корреляционного анализа. Поня-

тие корреляции 

 

Корреляционная зависимость исследуется с помо-

щью методов корреляционного анализа. 
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Корреляционный анализ заключается в количествен-

ном определении тесноты связи между двумя признаками 

(при парной связи) и между результативным и множеством 

факторных признаков (при многофакторной связи). 

 

Корреляция – это статистическая зависимость меж-

ду случайными величинами, при которой изменение одной 

из случайных величин приводит к изменению математиче-

ского ожидания другой. 

Парная корреляция 

 

Мы  располагаем   парами выборочных наблюдений 

над величинами      (т. е. имеем пространственную вы-

борку): 
 
 

  

  

      
      

 

 

Предварительное представление о зависимости меж-

ду   и     можно получить, отобразив элементы выборки 

как точки на плоскости      . Такое представление выбор-
ки получило название корреляционное поле (или диа-

грамма рассеяния). 

Количественной характеристикой степени линейной 

зависимости (или еще говорят тесноты связи) между   и     

является коэффициент корреляции  . 

Корреляционный анализ – это  раздел мате-

матической статистики, посвященный изучению 

взаимосвязей между случайными величинами. При-

меняется тогда, когда данные наблюдений можно 

считать случайными и выбранными из генеральной 

совокупности, распределенной по многомерному 

нормальному закону. 
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Оценка коэффициента линейной парной корреляции 

  по выборке наблюдений        ,           вычисляет-

ся по формуле: 

    
               

     
   

где    
 

 
   

 
       

 

 
   

 
               

 

 
      

   

  ;  2=1  =1     2; 

  
  

 

 
          

          
          

   

Здесь   - объем исследуемой совокупности (объем 

выборки);    ,   ,           – средние значения;   
     

  –

дисперсии;       – среднеквадратические (стандартные) 

отклонения признаков     . 

Свойства коэффициента парной корреляции 

 

1. Если признаки x и y независимы, то rxy = 0. 

2. rxy = ryx . 

3. При rxy > 0 величины x и y одновременно возрас-

тают (прямая зависимость). При rxy < 0 с возрас-

танием величины x (y) величина y (x) убывает (об-

ратная зависимость). 

4. Из равенства rxy = 0 не следует независимость ве-

личин x и y ,  трицается лишь их линейная к рре-

ляци нная зависим сть (может существовать не-

линейная зависимость). 

5. Значения rxy = - 1, rxy = 1 соответствуют практиче-

ски функциональной линейной связи между вели-

чинами x и y . 

6. - 1 ≤ rxy ≤ 1 . Положительное значение коэффици-

ента парной корреляции свидетельствует о нали-

чии прямой связи между признаками, отрица-

тельное - обратной.  
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Для определения тесноты (силы) линейной корреля-

ционной зависимости можно использовать шкалу Чеддо-

ка: 

 

Значение 

      

Характер линейной корреляционной связи 

между признаками y и x 

0 - 0,2 Связь практически отсутствует 

0,2 - 0,5 Связь слабая 

0,5 - 0,7 Связь средняя (умеренная) 

0,7 - 0,95 Связь сильная (тесная) 

0,95 - 1 Практически функциональная  зависимость 

Оценка статистической значимости коэффи-

циента парной корреляции  

 

Коэффициент парной корреляции как статистиче-

скую величину необходимо оценить на достоверность 

(статистическую значимость). 

Для оценки значимости коэффициента парной корре-

ляции используют t-критерий Стьюдента, который при-

меняется при t-распределении, отличном от нормального, 

но приближающемся к нормальному при n > 30.  

Находится расчетное значение (статистика) критерия  

 расч  
   

      
 

       

которое сравнивается с табличным (критическим) 

значением tтабл, найденным по таблице двухсторонних 

критических значений распределения Стъюдента (табл. 

Приложения 2) по уровню значимости α и числу степеней 

свободы           , или с помощью встроенной функ-

ции Excel «СТЬЮДРАСПОБР». В экономических расчетах 

значение α обычно принимается равным 0,05. 
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Если |tрасч| > tтабл, то коэффициент парной корреля-

ции признается статистически значимым. Если 

|tрасч| < tтабл, коэффициент корреляции считается незначи-

мым, случайно отличающимся от нуля.  

Множественная корреляция 

 

Коэффициент множественной корреляции рассчи-

тывается в случае, когда исследуется взаимосвязь трех и 

более признаков.  

Для трех признаков  ,  ,   коэффициент множест-

венной корреляции между величиной   и парой величин  , 

  вычисляется на основе корреляционной матрицы: 

 

 z x y 

z           

x           

y           

 

      
   

     
  

где       

       

       

       
  - определитель корреляци-

онной матрицы,         
    

    
   - определитель  матри-

цы межфакторных корреляций (корреляций между незави-

симыми переменными). 

Коэффициент множественной корреляции являет-

ся мерой линейной связи между одним признаком и ос-

тальными (двумя  и более). 
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Коэффициент множественной корреляции принимает 

значения от 0 до 1. 

Теснота связи между признаками устанавливается с 

помощью таблицы: 

 

Значение коэффици-

ента множественной 

корреляции R 

Характер линейной корре-

ляционной связи между 

признаками z и x, y 

0 - 0,1 Слабая 

0,1 - 0,5 Средняя (умеренная) 

0,5 – 1 Сильная (тесная) 

 

Для коэффициента множественной корреляции спра-

ведливы следующие неравенства 

 

                                        

 

Из них следует, что коэффициент множественной 

корреляции может только увеличиться, если в модель 

включать дополнительные признаки, и не увеличиться, ес-

ли из имеющегося набора признаков производить исклю-

чение.  

Коэффициент множественной корреляции   для про-

извольного числа признаков   ,   , …,    (m > 3) находят-

ся по рекурентным формулам, что требует большого опыта 

вычислений. Для них справедливы все изложенные выше 

свойства и выводы. Для расчетов обычно применяют ППП. 

Проверка статистической значимости коэф-

фициента множественной корреляции 

 

Проверка осуществляется с помощью  F-критерия 

Фишера. Рассчитывает расчетное значение критерия 
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 расч  
  

    
 
     

 
 

Здесь   – число факторов в модели,   - объем вы-

борки. 

 расч сравнивается с табличным значением  табл, най-

денное по таблице критических значений распределения 

Фишера-Снедокора по уровню значимости   и числу сте-

пеней свободы       и           или с помощью 

встроенной функции Excel «FРАСПОБР». 

Если  расч   табл            , то   признается 

статистически значимым. 

Коэффициент детерминации 

 

На основе коэффициента корреляции рассчитывается 

коэффициент детерминации   . 

  

Для парной линейной регрессии         
 
 

 

Коэффициент детерминации оценивает долю ва-

риации признака y , обусловленную изменением значений 

признака x. Чем ближе значение    к единице, тем больше 

признак x участвует в формировании значений y. 

 

Для множественной линейной регрессии         

 

Коэффициент детерминации оценивает долю ва-

риации признака  , обусловленную изменением значений 

факторов   ,   , …,   . Чем ближе значение R
2
 к единице, 

тем больше факторы   ,   , …,    участвует в формирова-

нии значений  . 

 



40 

 

 

Проверка статистической значимости коэф-

фициента детерминации    

 

Проверка осуществляется с помощью  F-критерия 

Фишера. Рассчитывает расчетное значение критерия 

 расч  
  

    
 
     

 
 

Здесь   – число факторов в модели,   - объем вы-

борки. 

 расч сравнивается с табличным значением  табл, най-

денное по таблице критических значений распределения 

Фишера-Снедокора по уровню значимости   и числу сте-

пеней свободы       и          .  

Если  расч   табл            , то   признается 

статистически значимым. 

Статистическая значимость коэффициента 

множественной корреляции совпадает со статистиче-

ской значимостью коэффициента детерминации. 

 

Понятие регрессионного  анализа 

 

Рассмотрим некоторый экономический объект и вы-

делим только две переменные, характеризующие этот объ-

ект.  

      

На практике при большом числе переменных 

сначала вычисляют коэффициент детерминации, а 

затем - коэффициент множественной корреляции по 

формуле 
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Независимая
1
 (объясняющая) переменная   оказыва-

ет воздействие на значения переменной  , которая, таким 
образом, является зависимой переменной.  

Функция       называется  регрессией   по  , если 
она описывает изменение условного среднего значения пе-

ременной   в зависимости от значения переменной  : 

 

                
 

Регрессионная модель имеет вид: 

       или         
 

где         - уравнение парной  регрессии, ε - оста-

ток (отклонение).  

 

Модель парной регрессии применяется, если имеется 

возможность выделить один доминирующий фактор, обу-

славливающий большую долю изменения изучаемой объ-

ясняемой переменной.  

В ситуациях, когда из множества факторов, влияю-

щих на изучаемую переменную, нельзя выделить один 

фактор и необходимо учитывать одновременное влияние 

нескольких фактор, строится модель множественной рег-

рессии: 

       или         
где                 - уравнение множественной  

регрессии, ε - остаток (отклонение). 

 

                                                 

 

 
1
 Термин «независимая переменная» здесь и далее используется в 

следующем контексте: переменная, значения которой в процессе опре-

деления отклика, могут устанавливаться произвольно, независимо. 
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Существуют различные регрессионные модели, оп-

ределяемые видом функции              : 

 

1. Парная линейная регрессия:  

          ; 

2. Множественная линейная регрессия: 

                       ; 

3. Полиномиальная парная регрессия: 

            
           ; 

4. Регрессионная модель общего вида: 

                      
                     

где                          – заданные 

функции факторов. 

 

Коэффициенты            называются параметра-

ми регрессии. 

В приведенные выше модели параметры входят ли-

нейно. Такие модели принято называть линейными по 

параметрам моделями. Математические методы анализа 

этих моделей называют линейным регрессионным анали-

зом. 
Существуют модели, нелинейные по параметрам. 

Например,      
     – нелинейна по параметрам.  

В некоторых случаях нелинейные модели с помощью 

специальных линеаризующих преобразований могут быть 

преобразованы в линейные. Рассмотрим несколько приме-

ров. 

 Степенная функция           при     с помо-

щью логарифмирования и замены переменных пре-

образуется к следующему виду: 

               

Введя новые переменные                 
   , получим линейную по параметрам функцию: 
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 Экспоненциальная функция            с помо-

щью логарифмирования и замены переменных пре-

образуется к следующему виду: 

             

Введя новые переменные                 полу-
чим линейную по параметрам функцию: 

         

 Функция   
  

   
  преобразовывается следующим 

образом: 

     
 

 
 или

 

 
 

 

 
 

 

 
  

Далее, замена переменных   
 

 
    

 

 
    

 

 
. По-

лучаем, что 

          

 Логистическая функция   
       

           при помощи 

преобразования     
 

   
  принимает вид: 

          
После выбора вида регрессионной модели нужно 

оценить параметры регрессии (на основе имеющихся на-

блюдений зависимой переменной и факторов), проверить 

значимость и адекватность модели результатам наблюде-

ний. 

Парная регрессия  

 

Уравнение парной линейной регрессии имеет вид 

 

           
 

где      – параметры уравнения. 
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    – свободный член регрессионного уравнения. 

Рассматривается как начальное значение результативного 

признака у, если факторный признак х может принимать 

нулевое значение (х = 0). 

   – коэффициент регрессии показывает, на какую 

величину в среднем изменится результативный признак у, 

если факторный признак х увеличить на единицу своего 

измерения. Знак при коэффициенте регрессии показывает 

направление связи между y и x: при    > 0 - связь прямая; 

при    < 0 - связь обратная. 

Нахождение значений параметров       производит-

ся на основе совокупности наблюдений (выборки, матри-

цы наблюдений). Для разных выборок (даже одного объе-

ма) из генеральной совокупности будут найдены разные 

значения       .  

Поэтому их рассматривают как приближенные зна-

чения (оценки) истинных параметров регрессионного 

уравнения. Сама процедура нахождения приближенных 

значений также называется оценкой параметров. 

Для   лучения  цен к  араметр в линейного регрес-

сионного уравнения используют мет д наименьших квад-

рат в (МНК), который минимизирует функцию 

 

                  
 

 

   

                 
 

 

   

      

Здесь        – соответственно фактическое (наблю-

даемое), теоретическое значение зависимой переменной  , 

найденное по уравнению регрессии;    – наблюдаемое  

значение независимой переменной;   – объем  выборки. 
Из необходимых условий минимума находят форму-

лы для оценок параметров регрессии: 
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Здесь       
 

 
   

  
   . 

 

Требования теоремы Гаусса-Маркова (пред-

посылки МНК) 

 

Предположим, что выполняются следующие условия: 

 

А – «истинная» зависимость у от х  имеет вид 

             
B- х – неслучайная переменная (детерминированная) 

С -  столбцы матрицы наблюдений (статистических 

данных) с добавлением единичного столбца, линейно неза-

висимы (ранг матрицы равен 2) 

D – остатки    имеют нулевое математическое ожи-

дание           и постоянную дисперсию   
 ,  не зави-

сящую от номера наблюдения ( свойство гомоскедастич-

ности),  т.е.         
       .  

Е – для разных наблюдений остатки    некоррелиро-

ваны (независимы), т.е.                при    ,     

     . 

F – остатки подчиняются нормальному закону рас-

пределения. 

В предположениях A-E оценки, полученные МНК, 

являются несмещенными и обладают наименьшей диспер-

сией. 

Другими словами, являются наилучшими. 
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Оценка статистической значимости коэффи-

циентов уравнения парной регрессии 

 

Проверка статистической значимости оценок пара-

метров b0, b1 также производится с помощью t-критерия 

Стъюдента.  

Находятся расчетные значения критерия: 

 

   
 

  

   

    
 

  

   

  

где средние квадратические ошибки параметров 

равны:  

   
  

           
   

   
 

   
  

   

           
   

  

   
  

           
   

               
   

  

 

Табличное значение критерия tтабл находится по 

таблице критических значений распределения Стъюдента 

(табл. Приложения 2) по уровню значимости α и числу 

степеней свободы df = n - m - 1 , или с помощью встроен-

ной функции Excel «СТЬЮДРАСПОБР».  Для парной рег-

рессии m=1. 

Если |tbj |> tтабл , то с вероятность ошибки α оценка 

параметра уравнения регрессии bj (j = 0, 1) признается ста-

тистически значимой. 

В противном случае (|tbj |< tтабл) - bj статистически 

незначим. 
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Оценка качества уравнения  линейной регрес-

сии 

 

 Найденное уравнение парной линейной регрессии гра-

фически изображается прямой линией на корреляцион-

ном поле: 

 
 

Линия регрессии занимает правильное положение на 

корреляционном поле, если число точек, лежащих выше и 

ниже линии регрессии примерно равно. 

 

 Если        , арифметические расчеты выполнены вер-
но. 

 Для оценки математической точности уравнения мож-

но воспользоваться средней относительной ошибкой 

аппроксимации 
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Для принятия решения о точности уравнения поль-

зуются следующей таблицей: 

 

Значение   , % Точность уравнения 

менее 10 высокая 

10 - 20 хорошая 

20 - 50 удовлетворительная 

более 50 неудовлетворительная 

 

В случае, когда уравнение имеет неудовлетворитель-

ную точность, необходимо увеличить объем наблюдений 

(объем выборки) n, скорректировать набор объясняющих 

переменных х1, х2,…, хm, либо взять другое уравнение рег-

рессии (нелинейное). 

 

 Проверка статистической значимости уравнения 

регрессии в целом осуществляется с помощью F-

критерия Фишера.  

Находится расчетное значение (статистика) критерия  

 

 расч  
           

   

           
   

 
       

 
 

 

В случае парной линейной регрессии m = 1. 

 

Табличное (критическое) значение Fтабл , нахо-

дится по таблице критических значений распределения 

Фишера-Снедекора (F-распределения) (табл. Приложения 

3) по уровню значимости α и двум числам степеней свобо-

ды df1 = m и df2 = n - m - 1 , или с помощью встроенной 

функции Excel «FРАСПОБР». 
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Если Fрасч > Fтабл, то с вероятность ошибки α урав-

нение регрессии признается в целом статистически зна-

чимым (адекватно описывающим исходные данные).  

В противном случае (Fрасч < Fтабл) уравнение счи-

тается незначимым в целом. 

Множественная регрессия 

 

Если переменная   зависит от нескольких факторов 

  ,   , …,   , то регрессионная модель определяется урав-

нением множественной регрессии: 

 

                       
 

Исходные данные для регрессионного анализа пред-

ставляют собой результаты наблюдений зависимой пере-

менной   и факторов   ,   , …,   , записанных в виде 

матрицы наблюдений: 

             

                 

          

                 

 

Регрессионный анализ парной линейной регрессии 

обобщается на случай множественной регрессии. 

Для получения оценок параметров линейного регрес-

сионного уравнения используется метод наименьших 

квадратов, дающий наилучшие,  согласно теореме Гаусса-

Маркова, результаты. 

Напомним, что сущность МНК заключается в том, 

что отыскиваются такие значения параметров уравнения 

регрессии, при которых 
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Из необходимых условий минимума находят форму-

лы для оценок параметров регрессии.  

 

 

Требования теоремы Гаусса-Маркова (пред-

посылки МНК) 

А – «истинная» зависимость между   и         

имеет вид 

                        

В - факторы          неслучайные величины, т.е. 

детерминированные. 

С – столбцы матрицы наблюдений с добавлением 

единичного столбца линейно независимые. (ранг матрицы 

равен    ). 

D – остатки   имеют нулевое математическое ожида-

ние и постоянную дисперсию, не зависящую от номера на-

блюдения (свойство гомоскедастичности):       
          

        

E – для различных наблюдений остатки   некоррели-

рованы, т.е. независимые:               при    . 

На практике для нахождения параметров урав-

нения множественной линейной регрессии обычно 

пользуются всторенным пакетом прикладных про-

грамм (ППП) MS Excel «Анализ данных», инстру-

мент «Регрессия».  
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Теорема Гаусса-Маркова. В предположениях А-Е 

оценки, полученные с помощью МНК являются несме-

щенными и обладают наименьшей дисперсией среди всех 

оценок   . 

 

 Оценка качества уравнения множественной 

линейной регрессии 

 

Так же, как и в случае парной линейной регрессии 

необходимо проверить качество построенного регрессион-

ного уравнения и провести анализ остатков. 

 

Оценка качества уравнения линейной регрессии со-

стоит из следующих этапов: 

 

1. Оценка математической точности уравнения. Для 

этого рассчитывается средняя относительная 

ошибка аппроксимации 
2. Проверка статистической значимости уравнения 

регрессии в целом с помощью F-критерия Фише-

ра.  

3. Для линейного уравнения осуществляется провер-

ка статистической значимости оценок параметров 

b0, b1, b2,…, bm с помощью t-критерия Стъюдента.  

 

Оценка математической точности модели осуще-

ствляется с помощью вычисления средней относительной 

ошибки аппроксимации   : 

   
 

 
  

      

  
 

 

   

      

Для принятия решения о точности уравнения пользуются 

следующей таблицей: 
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Значение   , % Точность уравнения 

менее 10 высокая 

10 - 20 хорошая 

20 - 50 удовлетворительная 

более 50 неудовлетворительная 

В случае, когда уравнение имеет неудовлетворитель-

ную точность, необходимо увеличить объем наблюдений, 

скорректировать набор объясняющих перемен-

ных(факторов), либо взять другое уравнение регрессии 

(нелинейное). 

 

Проверка статистической значимости уравнения 

регрессии в целом осуществляется с помощью критерия 

Фишера-Снедекора. Вычисляется расчетное значение кри-

терия:  

 расч  
  

    
 
     

 
 

Здесь   – число факторов в модели,   - объем вы-

борки,    – коэффициент детерминации. 

 расч сравнивается с табличным значением  табл, най-

денное по таблице критических значений распределения 

Фишера-Снедокора по уровню значимости   и числу сте-

пеней свободы       и          . 

 

Если  расч   табл, то уравнение регрессии признается 

статистически значимым в целом. 

 

Проверка статистической значимости коэффици-

ентов линейного уравнения регрессии осуществляется с 

помощью t-критерия Стьюдента.  

Находятся расчетные значения критерия: 
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где     
           

   

     
  - стандартная ошибка уравне-

ния регрессии,    – диагональные элементы матрицы 

       ,    

    

    

    

    
  
    

  
    

 . 

 

Расчетные значения    
 сравниваются с табличным 

значением критических точек распределения Стьюдента, 

вычисляемых по уровню значимости   и числу степеней 

свободы         . 

Если     
   табл         , то коэффициент 

   признается статистически значимым. В противном слу-

чае, статистически незначимым. 

 

  
 

 

Если уравнение регрессии имеет хорошую ма-

тематическую точность, статистически значимо в це-

лом и по отдельным параметрам, оно признается ка-

чественным. 

На практике стандартные ошибки коэффициен-

тов регрессии и расчетные значения критерия Стью-

дента находятся с помощью пакета  MS Excel «Ана-

лиз данных», инструмент «Регрессия». 
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Проверка выполнения предположений рег-

рессионного анализа по остаткам 

 

Остатки           должны удовлетворять требо-

ваниям D, E теоремы Гаусса-Маркова. 

 

Проверка требования D 

 

Числовой оценкой математического ожидания  

      является среднее значение   . Для выполнения требо-
вания          необходимо, чтобы  

   
 

 
   

 

   

   

Дисперсия остатков εi должна быть одинаковой для 

всех значений xi (свойство гомоскедастичности). Если 

это условие не соблюдается, то имеет место гетероскеда-

стичность остатков. 

Эффективным методом предварительного анализа 

однородности остатков является визуальный анализ гра-

фиков остатков. Как правило, рассматривается график ос-

татков в зависимости от номера наблюдений. 

В случае гомоскедастичности точки (остатки) равно-

мерно располагаются внутри горизонтальной полосы, 

симметричной оси абсцисс: 
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В случае гетероскедастичности точки (остатки), на-

чиная с некоторого номера наблюдения, устойчиво выхо-

дят из горизонтальной полосы, симметричной оси абсцисс 

: 

 

 
 

Для обнаружения эффекта гетероскедастичности ис-

пользуют тесты Голдфелда-Квандта, Глейзера и др., но они 

достаточно трудоемки, и на практике наиболее часто огра-

ничиваются визуальным анализом. 
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Проверка требования Е 

 

Для  разных наблюдений остатки εi некоррелированы 

(независимы). 

Наиболее распространенный метод проверки требо-

вания о независимости остатков - критерий Дарбина-

Уотсона (о наличии в остатках автокорреляции первого 

порядка), в котором рассчитывается статистика 

 расч  
          

  
   

   
  

   

  

где    расч   . 

Для парного уравнения регрессии теоретические зна-

чения критерия Дарбина-Уотсона dU и dL находятся по 

таблице критических значений (табл. Приложения 5) по 

объему выборки n, df = m (m - число параметров уравне-

ния при объясняющих переменных, для парной регрессии 

равно 1) и уровню значимости α. С помощью критических 

значений числовой промежуток (0; 4) разбивается на пять 

отрезков. 

Правило принятия решения о зависимости остатков 

Есть 

положи-

тельная 

автокор-

реляция 

остатков 

Зона 

неопреде-

ленности 

Авто-

корреля-

ция 

остатков 

отсутст-

вует 

Зона 

неопреде-

ленности 

Есть 

отрица-

тельная 

автокор-

реляция 

остатков 

0  dL  dU       2         4 - dU   4 - dL 4 

На практике в случае, когда статистика критерия 

 расч попадает в зону неопределенности, обычно признает-

ся наличие автокорреляции в остатках.  
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 Отбор факторных признаков в модель  

 

С формальной точки зрения, объясняющие перемен-

ные в эконометрической модели должны быть сильно кор-

релированы с зависимой переменной (имеется в виду тес-

нота связи, т.е. или     
, или     

).  

Во-вторых, факторы должны быть слабо коррелиро-

ваны между собой.  

В-третьих, должны быть сильно коррелированы с 

другими переменными, не использованными в модели.  

Отбор факторов на основе количественного и качест-

венного анализа экономических явлений с использованием 

статистических и математических методов осуществляется 

в три этапа: 

 Предварительное определение перечня факторов, 
исходя из экономической сущности решаемой про-

блемы, которые оказывают влияние на переменную 

   
 Сравнительный анализ факторов и осуществить от-

сев на основе проведенного анализа. 

 Окончательный отбор факторов в процессе по-
строения разных вариантов моделей и оценки зна-

чимости их параметров.  

 

Факторы, включаемые в множественную регрес-

сию, должны отвечать следующим требованиям: 

 Факторы не должны быть взаимно коррелированы, 

или еще говорят интеркоррелированы, и тем более 

находится в функциональной зависимости. 

 Включение в модель фактора должно приводить к 

существенному увеличению доли объясненной час-

ти в общей вариации зависимой переменной. Т.е. к 
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увеличению значения коэффициента детерминации 

  . 

 Факторы должны быть количественно измеримы.  

 Переменные не должны быть мультиколлинеарны 

 

Интеркорреляция 

 

Интеркорреляция – это корреляция между объяс-

няющими переменными    и   , для которой  одновремен-

но выполняются следующие условия: 

      
            

        
       

        
  

 

Пример.      
    ,     

     ;     
     . Пере-

менные    и    интеркоррелированы. Так как 0,89>0,87, то  

в модель нужно включить переменную   . 

Включение в модель фактора должно приводить к 

существенному увеличению доли объясненной части в 

общей вариации зависимой переменной. Т.е. к увеличению 

значения коэффициента детерминации   . 

 

Пример. Известно, что       
      .  

В модель включили переменную   .         
      . 

Вывод: переменную    в модель включать не следует. 

На втором шаге включили фактор   .         
      . 

Вывод:  фактор    следует включить в модель. 

 

Фиктивные переменные 

 

Уравнение множественной регрессии могут включать 

в качестве независимых переменных качественные при-

знаки (например, пол, профессия, образование, климатиче-

ские условия, округи, и.т.д.) 
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Чтобы ввести такие переменные в регрессионную 

модель, их необходимо упорядочить и присвоить им те или 

иные значения, т.е. преобразовать в количественные пере-

менные. 

Такого вида переменные в эконометрике принято на-

зывать фиктивными. Фиктивные переменные могут при-

нимать в качестве значений или «0», или «1». Количество 

фиктивных переменных на единицу меньше, чем количе-

ство уровней качественной переменной. 

Например, мы хотим включить в модель фактор 

«пол». Тогда нам необходимо ввести фиктивную перемен-

ную 

   
   женский   л 
  мужск й   л 

  

Коэффициент регрессии при фиктивной переменной 

интерпретируется как среднее изменение зависимой пере-

менной при переходе от одной категории (например, жен-

ского пола) к другой категории (мужскому полу) при не-

изменных значениях остальных факторных переменных. 

На основе t-критерия Стьюдента делается вывод о 

значимости влияния фиктивной переменной, существенно-

сти расхождения между категориями. 

 

Мультиколлинеарность 

. 

Под мультиколлинеарностью понимается высокая 

взаимная коррелированность объясняющих переменных 

(двух и более).  Следствием мультиколлинеарностью явля-

ется линейная зависимость между столбцами матрицы на-

блюдений. 

Проверка наличия мультиколлинеарности осно-

вывается на анализе матрицы парных корреляций между 

факторами: 
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- используются для выявления дублирующих 

факторов 

 

Для оценки мультиколлинеарности можно использо-

вать величину det(R). 

 

     

 
 
 

 
 

                             
                                 

              

                          
                              

  

 

 

Оценка значимости мультиколлинеарности 

 

Проверяется гипотеза о независимости переменных 

         . 

Вычисляется величина  

             
 

 
                

Значение        сравнивается с  

               , где    
 

 
       

 

Если              , то в массиве объясняющих пере-

менных  существует мультиколлинеарность 

 

В  р с: Как найти переменные ответственные за 

мультиколлинеарность факторов? 
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Ответ: С помощью коэффициентов множественной 

детерминации 

1. Фактор    поочередно рассматривается как 

результат. 

2. Рассчитывается                         

  . 

3. Если                        

     ,то мульти-

коллинеарность считается установленной. 

 

Практические приложения регрессионной 

модели 

Эластичность 

 

Важную роль в оценке влияния факторов на резуль-

тат играют коэффициенты регрессионной модели. Однако 

для непосредственного сравнения степени влияния раз-

личных факторов на результат нельзя сравнивать коэффи-

циенты регрессии в виду их различной размерности. Для 

устранения данных различий вводятся и вычисляются 

средние коэффициенты эластичности   
 : 

  
     

   

  
 

Здесь    – коэффициент регрессии при факторе   ;    – 

среднее значение результативного признака;     – среднее 

значение факторного признака   . 

Данный коэффициент также называют средним по 

совокупности наблюдений коэффициентом эластичности. 

  
  показывает на сколько процентов изменится зави-

симая переменная   при изменении фактора    на 1%, при 

условии, что все остальные факторы постоянны и закреп-

лены на их среднем уровне. 
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Пример. По ряду регионов построено уравнение 

множественной регрессии импорта на определенный товар 

(  ) относительно отечественного производства данного 

товара (  ), изменения запасов (  ) и потребления на внут-

реннем рынке (  ): 

                                   

                                      
Для   : 

      

   
  

       
     

    
        

При увеличении отечественного производства товара 

на 1% импорт товара увеличится на 1,053% (при условии, 

что изменение запасов       , а потребление на внут-
реннем рынке         ). 

 Для   : 

      

   
  

       
   

    
        

При увеличении изменения запасов на 1% импорт то-

вара увеличится на 0,068% (при условии, что отечествен-

ное производство товара составляет 245,7 и потребление 

на внутреннем рынке составляет 182,5). 

Для   : 

      

   
  

       
     

    
        

При увеличении потребления на внутреннем рынке 

на 1% импорт товара увеличивается на 1,987% (при усло-

вии, что отечественное производство товара принимает 

значение 245,7, а изменение запасов составляет 3,7). 

Прогнозирование 

 

 В прогнозных расчетах предсказываемое значение 

    определяется как точечный прогноз      путем подста-
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новки в уравнение регрессии заданных значений фактор-

ных признаков:     
,     

 ,….,     
: 

               
        

          
 

Наибольшая точность прогноза достигается в случа-

ях, когда прогнозные значения факторов находятся в цен-

тре области наблюдений (незначительно отличаются от 

средних значений факторов). При удалении от центра 

ошибка прогноза будет возрастать. 

Поэтому помимо точечного прогноза всегда вычис-

ляют интервальную оценку прогноза: 

                
                      

 

Здесь      
 – средняя стандартная ошибка прогноза, 

      – критическое значение распределения Стьюдента, 

найденная по уровню значимости   и числу степеней сво-

боды         . 

Средняя стандартная ошибка прогноза вычисляется 

по следующим формулам: 

А) Парная регрессия: 

     
        

 

 
 

        
 

          
     

   

B) Множественная регрессия: 

     
       

              

Замечание. В виду трудоемкости вычислений, в слу-

чае прогнозирования на основе множественной регрессии 

на практике ограничиваются вычислением точечного про-

гноза. 
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§4. Решение задач корреляционно-

регрессионного анализа 

Пакет «Анализ данных» 

 

Решение всех задач  в настоящем курсе будут выпол-

няться с использованием средств MS Excel.  Ниже приво-

дятся некоторые отличия в версиях MS Excel, знание кото-

рых облегчит магистру выполнение работы. 

Основное отличие MS Excel 2010 от MS Excel 2003 – 

это полностью переработанный пользовательский интер-

фейс. 

Функциональные возможности версий MS Excel 2003 

и MS Excel 2010 практически не отличаются. 

 

Ссылки (или имена) как аргументы функций 

и формул 

Нежелательным является использование конкретных 

чисел в качестве аргументов функций и формул MS Excel. 

Этого нужно по возможности избегать. 

Например, при вычислении критического значения t-

статистики Стьюдента для уровня значимости α = 0,05 и 

числа степеней свободы 38 используется запись: 

=СТЬЮДРАСПОБР(0.05;38). 

Данная формула не является универсальной, так как 

при смене аргументов необходимо будет каждый раз ее 

редактировать. Правильнее было бы вместо этого исполь-

зовать три ячейки следующего содержания: 
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Это позволит при необходимости быстро менять ар-

гументы функций, не редактируя саму формулу. 

Вставка функций 

Кроме ввода формул для выполнения базовых мате-

матических операций, таких как сложение, вычитание, ум-

ножение и деление, в MS Excel можно использовать боль-

шую библиотеку встроенных функций для выполнения 

других операций. Для вставки функции необходимо: 

Excel 2003 Excel 2010 
1. В меню Вставка выберите 

команду Функции…. 
2. В раскрывшемся диалого-

вом окне следуйте инструкци-

ям Мастера функций. 

1. На вкладке Формулы в 

группе Библиотека функций 

нажмите кнопку Вставить 

функцию. 
2. В раскрывшемся диалого-

вом окне следуйте инструкци-

ям Мастера функций. 

Использование надстройки «Пакет анализа» 

 

При проведении сложного статистического или ин-

женерного анализа можно упростить процесс и сэкономить 

время, используя надстройку Пакет анализа. 
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Загрузка надстройки Анализ данных
2
 

1. Откройте вкладку Файл и выберите пункт Пара-

метры (в Microsoft Office 2007 щелкните значок 

Кнопка Microsoft Office , а затем Параметры 

Excel). 

2. Выберите команду Надстройки, а затем в поле 

Управление выберите пункт Надстройки Excel. 

3. Нажмите кнопку Перейти. 

4. В окне Доступные надстройки установите флажок 

Пакет анализа и нажмите кнопку ОК. 

5. После загрузки надстройки Пакет анализа в группе 

Анализ на вкладке Данные становится доступна 

команда Пакет анализа. 

Для анализа данных с помощью этого пакета следует 

указать входные данные и выбрать параметры. Расчет бу-

дет выполнен с помощью подходящей статистической или 

инженерной макрофункции, а результат – помещен в вы-

ходной диапазон. Некоторые инструменты позволяют 

представить результаты анализа в графическом виде. 

Для выполнения зачетных заданий по эконометрике 

из Пакета анализа необходимо использовать инструмен-

ты Корреляция и Регрессия. 

Форматы чисел в MS Excel 

Применяя различные числовые форматы, можно из-

менить формат числа, не изменяя само число. Числовой 

                                                 

 

 
2
 В более ранних версиях в MS Office для запуска Анализа данных 

необходимо выбрать команду СервисНадстройки и активизировать 

надстройку Поиск решения. 

 



67 

 

формат не влияет на фактическое значение ячейки, исполь-

зуемое в MS Excel для осуществления расчетов. 

С помощью различных числовых форматов можно 

выводить числовые данные как текст, число, проценты, 

даты, валюты и т.д. Например, экспоненциальный формат 

используется для отображения чисел в экспоненциальном 

представлении и замены части числа на E + n, где E (экс-

понента) равно предыдущему числу, умноженному на 10 в 

степени n. Например, в экспоненциальном формате, где 

количество знаков после запятой равно двум, число 

12345678901 отобразится как 1,23E + 10, то есть как 1,23, 

умноженное на 10 в 10-й степени. Можно указать исполь-

зуемое количество десятичных знаков. Величина 8,069Е – 

10 в экспоненциальной записи – это то же, что 

0,0000000008 в обычной записи. 

Для смены формата числа необходимо выполнить 

следующие действия: 

Excel 2003 Excel 2010 
1. В меню Формат выберите 

команду Ячейки… (или про-

сто нажмите клавиши Ctrl + 1). 
2. В списке Числовые форма-

ты выберите нужный формат 

и, если это необходимо, на-

стройте его параметры. 
3. Чтобы закончить и вернуть-

ся на лист, нажмите кнопку 

ОК. 

1. На вкладке Главная в груп-

пе Число нажмите кнопку вы-

зова диалогового окна рядом с 

надписью Число (или просто 

нажмите клавиши Ctrl + 1). 

 
2. В списке Числовые форма-

ты выберите нужный формат 

и, если это необходимо, на-

стройте его параметры. 
3. Чтобы закончить и вернуть-

ся на лист, нажмите кнопку 

ОК. 
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Если после изменения числового формата в ячейке 

Microsoft Excel отображаются символы #####, то вероятно, 

что ширина ячейки недостаточна для отображения данных. 

Чтобы увеличить ширину ячейки, дважды щелкните пра-

вую границу столбца, содержащего ячейки с ошибкой 

#####. Размер столбца автоматически изменится таким об-

разом, чтобы отобразить число. Кроме того, можно пере-

тащить правую границу столбца, увеличив его ширину. 

Чаще всего числовые данные отображаются правиль-

но независимо от того, вводятся ли они в таблицу вручную 

или импортируются из базы данных или другого внешнего 

источника. Однако иногда MS Excel применяет к данным 

неправильный числовой формат, из-за чего приходится 

изменять некоторые настройки.  

Например, при копировании данных из MS Word к 

числовым данным может быть применен текстовый фор-

мат, что впоследствии приводит к проблемам при вычис-

лениях или нарушению порядка сортировки. Индикатором 

данной ошибки служит маленький зеленый треугольник в 

левом верхнем углу ячейки. Для ее исправления: 

Excel 2003 Excel 2010 
1. В меню Сервис выберите 

команду Параметры и от-

кройте вкладку Контроль 

ошибок. 
2. Убедитесь, что установле-

ны флажки Включить фоно-

вую проверку ошибок и Чис-

ло сохранено как текст. 
3. Выделите ячейки с зеле-

ным индикатором ошибки в 

верхнем левом углу 

. 
4. Нажмите на появившуюся 

1. Выделите любую ячейку или 

диапазон смежных ячеек с ин-

дикатором ошибки в верхнем 

левом углу. 
2. Нажмите появившуюся рядом 

с выделенной ячейкой или диа-

пазоном ячеек кнопку ошибки.
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Excel 2003 Excel 2010 

рядом с ячейкой кнопку и 

выберите команду Преобра-

зовать в число. 

 
3. Выберите в меню пункт Пре-

образовать в число. 

 

При выполнении вычислений ошибка также может 

возникнуть, если при вводе чисел использовать раздели-

тель целой и дробной части, отличный от принятого в сис-

теме. Как правило, для разделения целой и дробной частей 

используются «.» или «,». Определить, какой разделитель 

используется, можно щелкнув по ярлыку Язык и регио-

нальные стандарты в окне Панель управления 

Windows. 

 Копирование листов Microsoft Excel 

Лист с исходными данными не следует изменять ни 

при каких обстоятельствах. Для выполнения различных 

расчетов или тестов нужно сначала скопировать данные, а 

затем уже на листе-копии произвести необходимые изме-

нения. 

Наиболее удобным способом является копирование 

целого листа. Для этого: 

Excel 2003 Excel 2010 
1. В меню Правка выберите 

команду Перемес-

тить/скопировать лист…. 
2. В диалоговом окне Пере-

1. На вкладке Главная в груп-

пе Ячейки нажмите кнопку 

Формат и в разделе Упорядо-

чить листы выберите пункт 
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местить или скопировать в 

списке Перед листом укажите, 

куда необходимо скопировать 

лист, установите флажок Соз-

дать копию. 
3. Чтобы закончить и вернуть-

ся на лист, нажмите кнопку 

ОК. 

Переместить или скопиро-

вать лист. 

 
2. В диалоговом окне Пере-

местить или скопировать в 

списке Перед листом укажите, 

куда необходимо скопировать 

лист, установите флажок Соз-

дать копию. 
3. Чтобы закончить и вернуть-

ся на лист, нажмите кнопку 

ОК. 

Можно, конечно, не создавать копию целого листа, а 

скопировать сами данные на новый лист, однако при этом 

придется заново изменять ширину столбцов, если она была 

специально настроена на листе с исходными данными, для 

того чтобы нагляднее отобразить их. 

 Создание парных диаграмм рассеяния 

Важнейшим элементом эконометрического исследо-

вания является графический анализ исходных данных. В 

случае множественной регрессии, то есть когда у нас не-

сколько показателей, необходимо построить парные диа-

граммы зависимости объясняемой переменной Y от каждой 

из объясняющих переменных Х – диаграммы рассеяния. 

В эконометрическом анализе диаграммы, используе-

мые при построении регрессионной модели, имеют тип 

«Точечная». 

Для создания диаграммы рассеяния нужно выделить 

два столбца данных со значениями показателей, включая 
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их названия (метки) в первой строке матрицы данных, и 

выполнить следующие действия: 

 

Excel 2003 Excel 2010 
1. В меню Вставка выберите 

команду Диаграмма…. 
2. Следуйте инструкциям в 

раскрывшемся диалоговом ок-

не Мастер диаграмм. 

1. На вкладке Вставка в груп-

пе Диаграммы выберите тип 

и вид диаграммы, диаграмма 

добавится на лист. 
2. Щелкните в любом месте 

внедренной диаграммы, чтобы 

активизировать ее. Откроется 

панель Работа с диаграммами 

с дополнительными вкладками 

Конструктор, Макет и Фор-

мат. 
3. Выберете необходимые ко-

манды для оформления диа-

граммы. 

Нужно помнить, что для того чтобы MS Excel пра-

вильно определил переменные, объясняемая переменная Y 

должна быть расположена в правом из двух выделенных 

столбцов, а объясняющая переменная X – в левом. 

Для добавления данных в уже построенную диаграм-

му необходимо предварительно внести их в исходную таб-

лицу, а затем выполнить следующие действия: 

 

Excel 2003 Excel 2010 
1. Щелкните правой кнопкой 

мыши на области диаграммы. 
2. В раскрывшемся контекст-

ном меню выберите команду 

Исходные данные. 
3. В окне Исходные данные 

перейдите на вкладку Ряд и 

укажите новые диапазоны 

данных для значений Y и X. 

1. Щелкните правой кнопкой 

мыши на области диаграммы. 
2. В раскрывшемся контекст-

ном меню выберите команду 

Выбрать данные. 
3. В окне Выбор источника 

данных в поле Элементы ле-

генды (ряды) выделите нуж-

ный ряд и нажмите кнопку 
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Excel 2003 Excel 2010 
4. Чтобы закончить и вернуть-

ся на лист, нажмите кнопку 

ОК. 
 

Изменить. 
4. В окне Изменение ряда 

укажите новые диапазоны 

данных для значений Y и X. 
5. Чтобы закончить и вернуть-

ся на лист, последовательно 

нажимайте кнопку ОК. 

Регрессионная статистика в отчете Excel 

Наименова-

ние в отчете 

Excel 

Принятое наимено-

вание 
Формула 

Множествен-

ный R 

Коэффициент мно-

жественной корреля-

ции, индекс корреля-

ции 

      

R-квадрат 
Коэффициент детер-

минации 
   

           
   

          
   

 

Нормирован-

ный R-

квадрат 

Скорректированный  

коэффициент детер-

минации 

  
     

  

       
   

     
  

Стандартная 

ошибка 

Среднеквадратиче-

ское отклонение от 

модели 
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Дисперсионный анализ в отчете Excel 

Наименование 

в отчете Excel 

Df – 

число 

степеней 

свободы 

SS – 

сумма 

квадратов 

MS – 

дисперсия 

на одну 

степень 

свободы 

F-критерий 

Фишера 

Регрессия   
    
       

   

 2. 

   

 
 

      
           

   

         
  

   

 

       

 
. 

Остаток          
    
   

  
   . 

   

     
  

Итого                    

 

   

  

 

Названия некоторых функций в Excel 2010 были из-

менены по сравнению с более ранними версиями. 

 

Чтобы повысить точность работы функций MS Excel, 

обеспечить их согласованность и привести имена функций 

в соответствии с их назначением, корпорация Microsoft 

изменила, переименовала и добавила несколько функций в 

библиотеку MS Excel 2010. 

Для обеспечения обратной совместимости переиме-

нованные функции доступны также и по их старым име-

нам. 
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Название функции в 

Excel б лее ранних 

версий 

Название функции в 

Excel 2010 
Примечания 

ДИСП(число1,[число2

],...]) 
ДИСП.В(число1,[чис

ло2],...]) 
Оценивает 

дисперсию по 

выборке 
СТЬЮДРАС-

ПОБР(вероятность; 

степени_свободы) 

СТЬДЕНТ.ОБР.2Х(ве

роятность, степе-

ни_свободы) 

Возвращает 

двустороннее 

обратное t-

распределение 

Стьюдента 
FРАСПОБР(вероятнос

ть;степени_свободы1;

степени_свободы2) 

F.ОБР.ПХ(вероятнос

ть,степени_свободы1

, степени_свободы2) 

Возвращает 

значение, об-

ратное (право-

стороннему) F-

распределению 

вероятностей 
ХИ2ОБР(вероятность,

степени_ свободы) 
ХИ2.ОБР.ПХ(вероят

ность,степени_свобо

ды) 

Возвращает 

обратное зна-

чение односто-

ронней вероят-

ности распре-

деления хи-

квадрат 
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Решение типовых задач 

 

Задача 1. Имеются выборочные данные показателей 

«Объем инвестиций» (х, млн руб.) и «Цена за акцию» (y, 

руб.) : 

№ наблюдения Объем инвестиций Цена за акцию 

1 108 12 

2 4,4 4 

3 3,5 5 

4 3,6 6 

5 39 13 

6 68,4 19 

7 7,5 8,5 

8 5,5 5 

9 37,5 15 

10 12 6 

11 51 12 

Требуется:  

1) оценить тесноту линейной корреляционно-

регрессионной зависимости; 

2) оценить статистическую значимость коэффициента 

корреляции. 

Решение. 

Объем выборки     . 

1) Теснота линейной корреляционно-регрессионной 

зависимости оценим с помощью коэффициента 

парной корреляции: 

    
               

     
  

Составим расчетную таблицу в Excel: 
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Введены следующие формулы: 

Я

чей

ка 

Формула Примечание 

D

2 

=B2*C2 Копируем в диапазон D3:D12 

В

13 

=СУММ(B2:B12) Сумма значений   

B

14 

=СРЗНАЧ(B2:B12)    

C

13 

=СУММ(C2:C12) Сумма значений   

C

14 

=СРЗНАЧ(C2:C12)    
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Я

чей

ка 

Формула Примечание 

E

2 

=(B2-$B$14)^2 Копируем в диапазон E3:E12 

F

2 

=(C2-$C$14)^2 Копируем в диапазон F3:F12 

E

13 

=СУММ(E2:E12)           
   . 

F

13 

=СУММ(F2:F12)           
   . 

B

16 

=(E13/11)^0,5    

B

17 

=(F13/11)^0,5    

E

16 

=(D14-

B14*C14)/(B16*B17) 

Коэффициент парной корре-

ляции 

 Таким образом, получены следующие результаты 
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Найдем расчетное  значение (статистика) критерия 

Стьюдента:           . 

Табличное (критическое) значение равно  

                  СТЬЮДРАСПОБР(0,05;9)=2,26. 

 

Так как               (3,26>2,26) значение коэффи-

циента парной корреляции статистически значимо. 

 

На основе проведенного анализа можно сделать сле-

дующий вывод о тесноту линейной корреляционно-

регрессионной зависимости:  

Величина статистически значимого коэффици-

ента парной корреляции свидетельствует о прямой 

сильной (тесной) линейной связи между объемом инве-

стиций и ценой за акцию. 

 

Задача 2. Для данных из задачи 1: 

1) найти уравнение парной линейной регрессии и 
построить его на корреляционном поле; 

2) записать модель парной линейной регрессии; 
3) оценить качество уравнения регрессии; 
4) построить уравнение регрессии на корреляци-

онном поле. 

Решение. 

1) Найдем уравнение парной линейной регрессии с 

помощью инструмента анализа данных «Регрессия». Пере-

ходим на вкладку Данные, вызываем  команду Пакет 

анализа.   
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В появившемся диалоговом окне выбираем режим 

Регрессия и нажимаем на кнопку OK. 

 
Далее необходимо заполнить диалоговое окно ввода 

данных и параметров вывода: 
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 Вх дн й интервал Y – диапазон адресов ячеек, со-

держащих значения результативного признака 

(ячейки должны составлять один столбец). 

 Вх дн й интервал X – диапазон адресов ячеек, со-

держащих значения независимых переменных. Зна-

чения каждой переменной представляются одним 

столбцом. Количество независимых  переменных  

    . 

 Метки – флажок,  указывающий содержит ли пер-

вая строка названия столбцов или нет.  

 Ур вень надежн сти – флажок, задающий  надеж-

ность   при построении доверительных интервалов. 

По умолчанию принимается равным 95% (т.е. уро-

вень значимости       ). 

 К нстанта-н ль –  флажок, указывающий на нали-

чие или отсутствие (      свободного коэффици-
ента в уравнении. 

  Вых дн й интервал – при включении активизиру-

ется поле, в которое необходимо ввести адрес левой 

верхней ячейки выходного диапазона, который со-

держит ячейки с результатами  вычислений режима 

Регрессия. 

  Н вый раб чий лист – при включении этого пара-

метра открывается новый лист, в который начиная с 

ячейки А1 вставляются результаты работы режима 

Регрессия. 

 Н вая раб чая книга -  при включении этого пара-

метра открывается новая  книга на первом листе ко-

торой начиная с ячейки А1 вставляются результаты 

работы режима Регрессия. 

 Остатки – флажок,  при  включении которого вы-

числяется столбец, содержащий ошибки       
   ,          . 
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  Стандартиз ванные  статки – флажок,  при  

включении которого вычисляется столбец, содер-

жащий стандартизованные остатки. 

  График  статк в – флажок, при включении кото-

рого выводятся точечные графики    в зависимости 

от значений переменных   ,          . Количе-

ство графиков равно числу   переменных   . 

 График   дб ра – при включении выводятся точеч-

ные графики предсказанных по построенной рег-

рессии значений     от значений переменных   , 

         . Количество графиков равно числу   

переменных   . 

Для нашего примера: 
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После нажатия кнопки OK, в книге появится новый 

рабочий лист с данными регрессионного анализа:
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Для удобства интерпретации полученных значений 

следует выбрать формат ячеек числовой, число десятич-

ных разрядов задать равным 4. 

Из полученных данных следует, что уравнение пар-

ной линейной регрессии имеет вид: 

                   

Параметр регрессии b1 = 0,1061 показывает, что с 

увеличением объема инвестиций на 1 млн. руб. цена за ак-

цию в среднем возрастает на 11 коп. 

2) Модель парной линейной регрессии  имеет вид 

                     
или 

                         
3) Оценим качество уравнения регрессии.  

3.1) Значение коэффициента детерминации возьмем 

из таблицы Регрессионная статистика протокола Excel 

(строка R-квадрат): 
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Коэффициент детерминации показывает долю вариа-

ции результативного признака под воздействием изучае-

мых факторов.  

Следовательно, около 54,17% вариации зависимой 

переменной учтено в модели и обусловлено влиянием фак-

торов, включенных в модель. 

  

3.2)Найдем среднюю относительную ошибку аппрок-

симации: 

   
 

 
  

      

  
 

 

   

      

Составим расчетную таблицу: 

 
 

В столбце    будут записаны теоретические значения 

   , просчитанные в столбце Предсказанное у таблицы 

Вывод остатка протокола Еxcel. Значения           уже 
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просчитаны в столбце Остатки таблицы Вывод остатка 

протокола Еxcel. Поэтому, скопируем данные столбцы в 

расчетную таблицу. В столбце    посчитаем  
      

  
 . 

   
 

  
                  

Так как               , уравнение имеет удов-

летворительную точность. Другими словами, фактиче-

ские значения цены на акцию отличаются от расчетных в 

среднем на 29,55%. 

3.3) Проверим статистическую значимость уравнения 

регрессии в целом с помощью критерия Фишера. Расчет-

ное значения критерия       находим в таблице Дисперси-

онный анализ протокола Excel (столбец F):  

              

Табличное значение с df1 = m = 1 и df2 = n - m - 1 = 11 

-1 - 1 = 9 степенями свободы при уровне значимости α = 

0,05 найдем с помощью встроенной функции Excel 

«FРАСПОБР»: 

                            
 Поскольку Fрасч > Fтабл (10,6386 > 5,1174), уравне-

ние парной линейной регрессии статистически значимо 

в целом, оно адекватно описывает исходные данные. 

3.4) Проверим статистическую значимость парамет-

ров уравнения регрессии с помощью t-критерия Стьюден-

та. Расчетные значения критерия  возьмем из таблицы 

Дисперсионный анализ протокола Excel (столбец t-

статистика): 

   
           

        

Табличное значение критерия Стьюдента 

                  СТЬЮДРАСПОБР(0,05;9)=2,26. 

 Так как: 

    
       - параметр b0 статистически значим;  
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       - параметр b1 статистически значим. 

Замечание. Есть более простой способ проверить 

значимость коэффициентов регрессии, не требующий до-

полнительного вычисления табличного значение критерия 

Стьюдента. 

 
В нашем случае получаем, что  

Р-значение (  )=0,0019<0,05; 

Р-значение (  )=0,0098<0,05. 

Следовательно, параметры    и    значимы при 5%-

ном уровне значимости. 

4) Для построения графика уравнения регрессии вос-

пользуемся инструментом Мастер диаграмм Excel. Выде-

лим диапазон ячеек В2:С12 . Вызовем Мастер диаграмм. 

Выберем тип диаграммы Точечная. Появится корреляци-

онное поле: 

 
Для добавления на диаграмму уравнения регрессии 

необходимо выделить данную диаграмму,  перейти на 

Если Р-значение t-статистики Стьюдента для параметра 

регрессии    меньше, чем заданный уровень значимости 

 , то данный параметр статистически значим. 
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вкладку Конструктор и вызвать команду Выбрать дан-

ные .  

Появится диалоговое окно: 

 
Нажать на кнопку Добавить . 

Ввести параметры ряда (за значения Y взять столбец 

  ). 

 
Нажать кнопку OK.  
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Задача 3. Изучается зависимость величины накладных 

расходов   (млн. руб.) строительных организаций  от  сле-

дующих факторов:    – объем выполненных работ, млн 

руб.;    – численность рабочих, чел.;    – фонд заработной 

платы, млн руб. 

№  компании            

1 5,7 26,9 1 276 12,250 

2 5,0 24,5 975 10,627 

3 4,5 18,4 869 6,865 

4 4,0 18,1 757 6,964 

5 4,4 18,1 740 7,622 

6 3,5 17,9 699 6,291 

7 3,5 15,7 840 7,980 

8 3,8 14,2 744 6,770 

9 5,1 13,3 725 7,105 

10 3,4 15,0 670 5,762 

11 4,1 14,7 622 6,096 

12 4,1 13,3 566 6,056 
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№  компании            

13 3,1 14,6 518 4,921 

14 2,8 11,7 510 4,131 

15 2,1 10,6 452 4,384 

16 2,5 10,0 447 4,157 

17 2,0 9,0 497 4,324 

18 2,4 9,5 428 4,023 

19 2,3 7,0 381 3,315 

20 2,4 9,1 385 3,619 

21 2,5 6,8 412 3,461 

22 2,2 5,5 293 2,139 

23 1,6 5,1 284 2,244 

24 3,4 12,2 514 3,958 

25 2,7 11,0 407 3,337 

26 3,2 9,3 577 3,676 

27 2,9 5,9 265 2,120 

28 4,8 25,9 977 10,649 

29 3,7 23,5 724 6,806 

30 4,4 19,8 983 9,240 

31 3,7 18,8 828 8,860 

32 4,8 19,1 766 7,354 

33 3,7 18,8 615 5,289 

34 3,6 17,4 583 5,830 

35 4,0 14,1 591 6,265 

36 3,8 13,8 593 5,396 

37 3,7 13,7 611 5,194 

38 4,1 13,8 562 4,608 

39 2,4 13,9 488 5,856 

40 2,5 10,6 740 7,326 

Требуется:  
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1) Построить матрицу парных коэффициентов корре-
ляции. Отобрать факторы для регрессионного ана-

лиза. 

2) Построить уравнение регрессии. Оценить качество  
уравнения регрессии. 

3) Рассчитать прогнозное значение результата, если 
прогнозные значения фактора(ов) составляет(ют)  

109% от их среднего уровня. 

Решение. 

1)Построим  матрицу парных коэффициентов корре-

ляции.  Переходим на вкладку Данные, вызываем  коман-

ду Пакет анализа.  В появившемся диалоговом окне вы-

бираем режим Корреляция и нажимаем на кнопку OK. 

Далее необходимо заполнить диалоговое окно ввода 

данных и параметров вывода: 

 
 

 Вх дн й интервал – вводится диапазон адресов яче-

ек, содержащих значения   и   . 

 Метки – флажок,  указывающий содержит ли пер-

вая строка названия столбцов или нет.  

 Вых дн й интервал – при включении активизирует-

ся поле, в которое необходимо ввести адрес левой 

верхней ячейки выходного диапазона, который со-

держит ячейки с результатами  вычислений режима 

К рреляция. 
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  Н вый раб чий лист – при включении этого пара-

метра открывается новый лист, в который начиная с 

ячейки А1 вставляются результаты работы режима 

К рреляция. 

 Н вая раб чая книга -  при включении этого пара-

метра открывается новая  книга на первом листе ко-

торой начиная с ячейки А1 вставляются результаты 

работы режима К рреляция . 

 В результате будет получена матрица коэффициен-

тов парной корреляции. 

 

Для нашего примера: 

 
Проанализируем полученную матрицу.  

 

Первый столбец матрицы (Y):  Имеется тесная связь 

между   и    (    
         ),    и    (    

        ),  

  и    (    
         ).  

 

Проанализируем оставшиеся столбцы матрицы для 

выявления коллинеарных факторов: 

     
               

               
          

 

На основе коэффициентов парной корреляции можно 

сделать вывод, что наиболее тесно связаны друг с другом 

факторы    и   . 
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Исследуем интеркорреляцию переменных    и   .  

 
Факторы    и    интеркоррелируемы друг с другом. 

Из этих двух факторов оставляет   , т.к.  -      
       

  . 

Исследуем теперь интеркорреляцию переменных    

и   . 

     
              

              
          

Следовательно,  данные переменные  интеркоррели-

рованы.  Из этих двух факторов оставляет   , т.к.  - 

     
       

  . 
Таким образом, на основе анализа корреляционной 

матрицы остается один фактор    – численность рабочих.  

Но для полной уверенности в правильности выбора 

сравним  (с помощью инструмента Регрессия пакета Ана-

лиз данных Excel) три модели (одна – по трем факторам 

(         , вторая – по двум(     ), третья – по одному 

(  )) по       
  и      .  

  

      
            

        
       

        
   

Напомним, что две переменные    и    интеркор-

релированы, если одновременно выполняются следую-

щие условия: 
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Модель регрессии по трем факторам: 

 
 

Модель регрессии по двум факторам: 
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Модель регрессии по одному фактору:  

 
 

Составляем сводную таблицу: 
Мо-

дель 
 Перемен-

ные 
      

              

А          0,693480343 30,41163567 2,866265551 

В       0,698233834 46,11957044 3,251923846 

С    0,672033766 80,91468063 4,098171731 

Модель А хуже, чем модель В по обоим сравнивае-

мым параметрам:       
  увеличилось, следовательно,    не 

оказывает влияние на  .       для второй модели также 

выше, чем для первой. Следовательно, исключение из мо-

дели фактора    было правильным. 

Сравним теперь модели В и С. Около 69,82% вариа-

ции зависимой переменной учтено в модели В и обуслов-

лено влиянием    и   . Для модели С – 67,20% вариации 

зависимой переменной учтено в модели  и обусловлено 

влиянием фактора   . Таким образом, разница составляет 

приблизительно 2,62% и  может считаться незначительной.  

Значимость уравнения линейной регрессии (модель С) на 

порядок выше, чем множественной (модель В). 
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Дополнительным аргументом за исключение фактора 

   является проверка значимости параметра   : 

Р-значение (  )=0,045<0,05 

Таким образом, параметр является слабо значимым.   

Делаем вывод, что модель С наилучшая. 

2)Уравнение регрессии имеет вид: 

                   
Интерпретация параметров уравнения: с увеличе-

нием численности рабочих в среднем на 1 чел., накладные 

расходы в среднем возрастают на        млн руб.  

Коэффициент детерминации            показыва-

ет, что около 68,04% вариации зависимой переменной уч-

тено в модели и обусловлено влиянием фактора, включен-

ного в модель. 

Математическую точность модель оценим с помо-

щью среднюю относительную ошибки аппроксимации: 

   
 

 
  

      

  
 

 

   

      
 

  
                    

Так как           , точность модели хорошая. 

Уравнение является статистически значимым в целом 

(                                   ).  

Параметры  уравнения статистически значимы: 

Р-значение (  )=0,00017<0,05; 

Р-значение (  )=0,00000<0,05. 

3) Найдем прогнозное значение признака y при про-

гнозном значении   , составляющем 109% от его среднего 

уровня.  

    
   

   
   
                                

Прогнозное  значение  накладных расходов  : 

                                       

                  
Интервальная оценка прогноза yпр имеет вид: 
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Средняя  стандартная ошибка прогноза равна: 

     
  

           
   

   
    

 

 
 

        
 

          
   

 

  
     

    
    

 

  
 

             

          
 

          

                         

                             

                           

                  

Полученный доверительный интервал узкий – ма-

ленькая ошибка прогноза.  

Задача 4. По 14 страховым компаниям имеются дан-

ные, характеризующие зависимость объема чистой годо-

вой прибыли от годовых объемов собственных средств, 

страховых резервов, страховых премий и страховых вы-

плат, тыс. руб.: 

№ ком-

пании 

Годовая 

прибыль,   

Собственные 

средства,    

Страховые 

резервы,   

1 92 3 444 9 563 

2 42 2 658 6 354 

3 186 9 723 10 245 

4 48 4 526 6 398 

5 38 5 369 5 692 

6 74 2 248 6 359 

7 48 5 671 6 892 

8 82 4 312 7 256 

9 45 2 226 8 256 

10 46 3 654 5 982 
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№ ком-

пании 

Годовая 

прибыль,   

Собственные 

средства,    

Страховые 

резервы,   

11 65 2 635 6 359 

12 29 2 463 7 532 

13 34 3 265 5 632 

14 66 7 546 7 625 

Требуется: 

1) Построить множественную регрессионную модель. 

Оцените параметры модели. 

2) Оцените силу связи факторов с результатом с по-
мощью коэффициентов эластичности. 

 

Решение. 

1)Уравнение  множественной линейной регрессии 

имеет вид: 

                 
Оценим параметры регрессии с помощью инструмен-

та Регрессия пакета Анализ данных Excel:

 
Уравнение регрессии имеет вид: 
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Интерпретация параметров уравнения: При уве-

личении    на единицу своего измерения     увеличится на 

0,007 (при неизменном значении            , закреп-
ленном на среднем  уровне), а при увеличении    на еди-

ницу своего измерения    увеличится на 0,016 (при неиз-

менном значении            , закрепленном на сред-
нем  уровне). 

3) Вычислим средние коэффициенты эластичности Эj: 

       
   
  

             
   
  

      

Это значит, что при увеличении собственных средств 

на 1% ( при неизменном объеме страховых резервов), го-

довая прибыль увеличится на 0,49%.  

При  увеличении страховых резервов на 1% (при не-

изменном объеме  собственных средств), годовая прибыль 

увеличится на 1,82%. 

Задача 5. Исследуется влияние стажа работы, уровня 

образования и пола менеджера по продажам на размер до-

хода от реализации товаров, принесенного торговой фирме 

за последний год. Имеются сведения по 10 менеджерам: 

Менеджер Доход, 

млн руб. 

Стаж, 

лет 

Образование Пол 

Первая 286 7 высшее женский 

Второй 143 6 среднее мужской 

Третий 187 3 высшее мужской 

Четвертая 110 4 среднее женский 

Пятая 253 7 высшее женский 

Шестой 352 8 высшее мужской 

Седьмая 154 3 высшее женский 

Восьмой 308 5 высшее мужской 
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Девятая 187 8 среднее женский 

Десятый 242 8 высшее мужской 

Требуется: 

1) Построить линейную регрессионную модель дохода 

с полным набором факторов. Оценить параметры 

модели. 

2) Существенна ли разница в размере дохода, прине-

сенного фирме менеджерами-мужчинами и менед-

жерами-женщинами? 

3) Существенна ли разница в размере дохода, прине-

сенного фирме менеджерами с высшим образовани-

ем и с среднем образованием? 

4) Каков средний доход менеджера с высшим образо-

ванием и стажем работы 7 лет? 

Решение. 

Упорядочим имеющиеся статистические данные по 

полу менеджера: 

Менеджер Доход, 

млн руб. 

Стаж, 

лет 

Образо-

вание 

Пол 

Первая 286 7 высшее женский 

Четвертая 110 4 среднее женский 

Пятая 253 7 высшее женский 

Седьмая 154 3 высшее женский 

Девятая 187 8 среднее женский 

Второй 143 6 среднее мужской 

Третий 187 3 высшее мужской 

Шестой 352 8 высшее мужской 

Восьмой 308 5 высшее мужской 

Десятый 242 8 высшее мужской 

Введем две фиктивные переменные: 
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Тогда, менеджеру-мужчине с высшим образованием 

будет соответствовать набор переменных          . 

Получаем окончательную таблицу статистических 

данных: 

Менеджер Доход, 

млн руб. 

(y) 

Стаж, 

лет 

(x) 

Образование 

(  ) 

Пол 

(  ) 

Первая 286 7 1 0 

Четвертая 110 4 0 0 

Пятая 253 7 1 0 

Седьмая 154 3 1 0 

Девятая 187 8 0 0 

Второй 143 6 0 1 

Третий 187 3 1 1 

Шестой 352 8 1 1 

Восьмой 308 5 1 1 

Десятый 242 8 1 1 

С помощью инструмента «Регрессия» пакета «Ана-

лиз данных» строим уравнение множественной регрессии 

вида 
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Уравнение регрессии имеет вид 

                                             
На основе t-критерия Стьюдента получаем, что ко-

эффициент регрессии при     статистически незначим 

(0,7813<2,4469); при     – статистически значим 

(3,2860>2,4469). 

Таким образом, разница в размере дохода, прине-

сенного фирме менеджерами-мужчинами и менедже-

рами-женщинами несущественна. 

А разница, между менеджерами с высшим образо-

ванием и со среднем образованием существенна. 
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Исключим переменную     из рассмотрения и по-

строим регрессию вида  

               

 
                               

Для менеджеров с высшим образованием: 

                     
Для менеджеров со средним образованием: 

                    

Таким образом, разница в размере дохода, прине-

сенного фирме менеджерами-мужчинами и менедже-

рами-женщинами, в среднем, составляет 111,0234 млн. 

руб. 
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Построим корреляционное поле с расслоением вы-

борки на респондентов с высшим (красный цвет) и со 

среднем образованием (синий цвет): 

 

Средний доход менеджера с высшим образованием и 

стажем работы 7 лет составляет: 

                                

Задачи для самостоятельного решения 

 

Задача 1. .Исследуется  зависимость прибыли банка (у) от 

объема межбанковских кредитов и депозитов (х).  Имеют-

ся сведения для 8 банков:   

 

№     №     

1 2 30,78 5 2,9 34,69 

2 2,1 31,71 6 3,3 37,17 

3 2,3 32,7 7 3,8 40,38 

4 2,4 30,19 8 4,6 44,33 
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Требуется: 
1) Построить уравнение регрессии, описывающее за-

висимость прибыли банка (у) от объема межбанков-

ских кредитов и депозитов (х). Пояснить экономиче-

ский смысл коэффициентов регрессии. 

2) Оценить степень тесноты связи между перемен-

ными с помощью коэффициента парной корреляции. 

3) Проверить значимость коэффициентов уравнения 

регрессии  на уровне значимости 0,05 

4) Найти стандартную ошибку и доверительный ин-

тервал для уравнения регрессии в целом,  а также для 

индивидуального прогнозного значения     для 

     . 

Ответ:  

1)Уравнение регрессии:               . 

2)Коэффициент корреляции равен 0,979.  

3)Расчетные значения  -статистик для оценок коэф-

фициентов уравнения регрессии:    
      ; 

   
   .  

4)           . Доверительный интервал для про-

гнозного значения: (32,82;38,47). 

 

Задача 2.  Приведены данные о стоимости квартиры 

в зависимости от ее общей площади, площади кухни 

и расстояния от метро. 

 

№ Цена 

квартиры, 

У 

Общая 

площадь, 

Х1 

Площадь 

кухни, 

Х2 

Расстояние 

от метро, 

Х3 

1 39,879 87 13 10 

2 50,738 115 12 10 

3 49,957 114 10 5 

4 40,430 90 8 5 
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№ Цена 

квартиры, 

У 

Общая 

площадь, 

Х1 

Площадь 

кухни, 

Х2 

Расстояние 

от метро, 

Х3 

5 49,473 116 10 10 

6 45,654 107 9 10 

7 39,120 93 8 15 

8 72,444 176 10 10 

9 42,128 96 9 8 

10 40,701 92 8 10 

11 73,729 176 25 20 

12 31,922 74 6 15 

13 44,741 106 8 10 

14 40,423 88 8 3 

15 32,255 74 8 10 

16 33,655 75 8 10 

17 49,251 115 9 5 

18 38,709 92 8 15 

19 47,083 110 9 5 

 

Требуется:  

1) Построить уравнение регрессии. оценить значи-

мость уравнения в целом, выписать стандартные 

ошибки коэффициентов  регрессии и их t-статистики. 

Построить доверительные интервалы на уровне зна-

чимости 0,05 для коэффициентов регрессии. 

 2) Взять в качестве прогнозных значений факторы 

      ,      ,      , найти прогнозные значе-
ния стоимости квартиры. Дать экономическую ин-

терпретацию оценку прогноза. 

Ответ:  

1)                              ;         ; 

            ;    
     ;    

      ;    
     ; 
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      . ДИ:           ;             ; 

             ;              . 

2)           . 
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§5. Методы и модели  прогнозирова-

ния временных рядов экономических по-

казателей 
 

Понятие ряда динамики. Понятие времен-

ного ряда 

 

При анализе многих экономических показателей за-

частую используют ежегодные, ежеквартальные, ежеме-

сячные, ежедневные данные. Например, это могут быть 

годовые данные по ВНП, ВВП, объему чистого экспорта, 

инфляции и т. д., месячные данные по объему продажи 

продукции, ежедневные объемы выпуска какой-либо фир-

мы. Для рационального анализа необходимо систематизи-

ровать моменты получения соответствующих статистиче-

ских данных. В этом случае следует упорядочить данные 

по времени их получения и построить так называемые 

временные ряды. 

Временной ряд – это совокупность значений какого-

либо показателя за несколько последовательных моментов 

или периодов времени.  

                

  – показатель времени 

  –уровень ряда 

Каждый уровень временного ряда формируется под 

воздействием большого числа факторов, которые условно 

можно подразделить на три группы: 

• факторы, формирующие тенденцию ряда; 

• факторы, формирующие циклические коле-

бания ряда; 

• случайные факторы. 
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Зависимость уровней ряда от времени может прини-

мать различные формы.  

Во-первых, большинство временных рядов экономи-

ческих показателей имеют тенденцию   , которая характе-

ризует совокупное долговременное воздействие множества 

факторов на динамику изучаемого показателя 

. 

Сезонная компонента характеризует устойчивые 

внутригодовые колебания уровней (квартальные, месяч-

ные, недельные), которые носят периодических характер. 

Если период колебаний составляет несколько лет, говорят, 

что во временном ряде присутствует циклическая компо-

нента. 

Во-вторых, изучаемый показатель может быть под-

вержен циклическим (сезонными) колебаниям    

 
В третьих, временные ряды могут не содержать тен-

денции и циклической компоненты, тогда  можно говорить 
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о некоторой (положительной или отрицательной) случай-

ной компоненте   .  

 
 

 

Проверка гипотезы о наличии тренда 

 

Исследование временного ряда начинается с решения 

вопроса о его стационарности. Одним из возможных вари-

антов для этого служит проверка гипотезы H0 о случайно-

сти (отсутствии) временного тренда при конкурирующей 

гипотезе H1 о неслучайности (наличии) временного тренда, 

основанная на сравнении средних значений первой и вто-

рой половины ряда по статистике (расчетному значению 

критерия) 

      
       

         
          

 
  

               

     
 

Здесь    ,     – средние значения первой и второй по-

ловины ряда, имеющих длины    ,    (       );   
  ,   

  

– исправленные дисперсии первой и второй половины ря-

да. Средние значения и исправленные дисперсии опреде-

ляются по следующим формулам: 
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Значение       сравнивается с табличным значением 

распределения Стьюдента      , найденное по таблице кри-

тических значений распределения Стьюдента с        

степенями свободы и уровнем значимости   (двухсторон-

няя критическая область). В случае, если               ги-

потеза H0 о случайности временного тренда  принимается 

и ряд считается стационарным. В противном случае 

(              ) - гипотеза H0 отвергается, что свидетельст-

вует о значимости различия средних первой и второй по-

ловины ряда и неслучайности (наличии) временного трен-

да. Другими словами, ряд является динамическим.  

Модель временного ряда 

 

Временной ряд может быть представлен различными 

математическими моделями. 

Определение. Модель, в которой временной ряд 

представлен как сумма перечисленных компонент, называ-

ется аддитивной моделью временного ряда.  

            
Определение. Модель, в которой временной ряд 

представлен как произведение перечисленных компонент, 

называется мультипликативной моделью временного 

ряда. 

          
Мультипликативную модель часто можно свести к 

аддитивной модели логарифмированием 
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Порядок анализа  модели 

 

1. Сглаживание исходного ряда методом скользящей 

средней. 

2. Расчет значений периодической компоненты 

3. Устранение периодической компоненты. 

4. Аналитическое выравнивание ряда 

5. Расчет смоделированных уровней ряда 

6. Расчет абсолютных и/или относительных ошибок. 

 

Сглаживание ряда динамики 

 

Моделирование временного ряда заключается в ана-

лизе его структуры; подборе, построении и проверке каче-

ства уравнения тренда; анализе остатков. Построение 

тренда в теории временных рядов называется сглажива-

нием. Существующие методы выделения тренда можно 

разделить на две группы: методы численного сглаживания, 

когда тренд задается численными значениями сглаженных 

уровней, вычисленных по значениям уровней исходного 

ряда (метод скользящих средних, экспоненциальное сгла-

живание и др.), а также методы аналитического выравни-

вания (построение уравнения тренда). 

 

Численное сглаживание 

 

Сглаживание ряда динамики (временного ряда) – 

представление тренда в данном точке посредством  сред-

него значения ряда, вычисленного в окрестности данной 

точки.  

Число точек    , используемых при сглаживании, на-
зывается базой. 
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Простое скользящее среднее 

 

Сглаженные значения вычисляют последовательно 

как среднее арифметическое значение.: 

    
                        

 
                 

где   – нечетное число. 

При сглаживанию по четному числу членов ря-

да сначала вычисляются  средние значения   уровней 

ряда, которые затем центрируются, т.е. в качестве 

сглаженных значений принимаются средние значения 

2х рядом стоящих средних.  

 

Пример. Сглаживание временного ряда по 3 точкам: 

    
            

 
 

 

     Сглаженный ряд 

1 10,2   

2 10,7               

 
      

3 11,7               

 
       

4 13,1 13,23 

5 14,9 15,07 

6 17,2 17,37 

7 20,0 20,13 

8 23,2   
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Пример. Сглаживание временного ряда по 4 точкам: 

 

     Сглаженный ряд по 4 

точкам 

Центрирование 

1 10,2     

2 10,7                    

 
      .   

3 11,7 12,60            

 
      . 

4 13,1 14,23 13,41 

5 14,9 16,30 15,26 

6 17,2 18,83 17,56 

7 20,0     

8 23,2     
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Аналитическое  сглаживание ряда динамики 

 

Построение уравнения тренда для моделирования 

тенденции временного ряда называют аналитическим 

сглаживанием временного ряда. 

Применяют следующие виды тренда: 

• Линейный тренд:             
• Степенной тренд:        

  ; 

• Экспоненциальный тренд:            ; 

• Показательный тренд:          
   

• Гиперболический тренд:        
  

 
  

• Полиномиальный тренд:               
     

• Логистическая кривая:     
 

         

 

Критерий отбора наилучшей формы тренда: 

      наименьшее значение    + наибольшее значение 

      
  

 

Выбор вида тренда на практике производится: 

 

1. с учетом выводов  экономической теории; 

2. результатов визуального анализа графика ряда; 

3. результатов исследования структуры ряда. 

Анализ качества уравнения тренда 
1. Средняя ошибка аппроксимации; 

2. Критерии Фишера, Стьюдента. 

3. Критерий Дарбина-Уотсона 

 

Исследование структуры ряда. Автокорре-

ляция уровней ряда  
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При наличии во временном ряде тенденции и цикли-

ческих колебаний значение каждого последующего уровня 

ряда зависят от предыдущих. В этом случае говорят, что 

ряд имеет автокорреляцию.  

 

Автокорреляция элементов временного ряда – кор-

реляционная зависимость между последовательными эле-

ментами временного ряда. 

 

Лаг – число периодов, по которым рассчитывается 

коэффициент автокорреляции между парами элементов 

ряда. 

 

Автокорреляционная функция временного ряда – 

последовательность коэффициентов автокорреляции с ла-

гами, равными 1, 2, 3 …. 

 

График зависимости значений функции от величины 

лага (порядка коэффициента автокорреляции) называется 

коррелограммой. 

 

Коэффициента автокорреляции   -го порядка: 

   
                      

 
     

            
                     

     

 

    
 

   
   

 

     

       
 

   
     

 

     

 

По знаку коэффициента автокорреляции нельзя сде-

лать вывод о возрастающей или убывающей тенденции в 

уровнях ряда. 

 

Значимость коэффициентов автокорреляции 
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Если           
            то коэффициенты 

автокорреляции    статистически незначим и выводы, 

сделанные по его значению, имеют вероятность ошиб-

ки, равную    . 

При помощи анализа автокорреляционной функ-

ции и коррелограммы можно выявить структуру ряда  

Если наиболее высоким оказался коэффициент 

автокорреляции первого порядка, исследуемый ряд со-

держит только тенденцию.  

Если         ,  ряд содержит линейную тенден-

цию. 

Если         ,  ряд содержит нелинейную тен-

денцию. 

Если наибольшее абсолютное значение имеет ко-

эффициент автокорреляции порядка    , причем 

         ряд содержит циклические колебания с пе-

риодом в   моментов. 

Если ни один из коэффициентов автокорреляции 

не является значимым, можно сделать одно из двух 

предположений: 

1. Ряд не содержит тенденции и циклических ко-

лебаний и имеет случайную структуру. 

 2. Ряд содержит сильную нейтральную тенден-

цию, для выявления которой нужно провести дополни-

тельный анализ.  

Замечание. Возникают ситуации, когда           и 

   , но сущность изучаемого процесса, а также вид гра-

фика ряда не позволяют сделать вывод о наличии циклич-

ности. В таких случаях динамика описывается авторегрес-

сионным уравнением либо уравнением с распределенным 

лагом. 
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Моделирование сезонных и циклических ко-

лебаний 

 

Сезонными колебаниями называют изменения 

уровней ряда, связанные со сменой времени года или с ре-

гулярно повторяющимися из года в год событиями, на-

пример, связь изменения температуры воздуха с потреби-

тельским спросом, объемом товарооборота, энергопотреб-

лением и др.  

 

Циклические колебания уровней обусловлены со-

циальными, юридическими, экономическими, технологи-

ческими факторами (изменение тарифов, повышение зара-

ботной платы и пенсий и т.п.). 

Сезонные колебания, как правило, имеют характер 

плавных циклов без скачкообразных изменений уровней. 

Циклические колебания могут иметь резкие скачки уров-

ней, несколько максимумов и минимумов за год. 

Наиболее простым подходом к анализу временных 

рядов, содержащих сезонные или циклические колебания, 

является расчет значений сезонной компоненты методом 

скользящей средней и построение аддитивной или мульти-

пликативной  модели временного ряда. 

1. Построить график временного ряда. 

2. Определить вид модели и период сезонных колеба-

ний. 

3. Произвести выравнивание исходного ряда методом 

скользящей средней. 

4. Найти значения сезонной компоненты   . 
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5. Устранить сезонную компоненту из исходных 

уровней ряда и получить выровненные данные мо-

дели. 

6. Произвести аналитическое выравнивание уровней и 

рассчитать значения    с использованием получен-

ного уравнения тренда. 

7. Получить расчетные значения уровней ряда. 

8. Получить случайные составляющие   . 

 
 

Прогнозирование временных рядов 

 

Исследование динамики экономических явлений и 

процессов, выявление и характеристика основного тренда 

развития и моделей взаимосвязи дают основания для про-

гнозирования, т.е. определения будущих размеров уровней 

показателей, описывающих процессы. 

Прогнозирование основывается на предположении, 

что закономерность развития, действующая в прошлом 

внутри ряда динамики, сохранится и в прогнозируемом 

будущем. 

Замечание. 

1. В аддитивной модели сумма скорректированных 

сезонных колебаний компонент внутри цикла 

равна нулю 

2. В мультипликативной модели – равна числу мо-

ментов времени внутри цикла (лагу) 
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Мультипликативная модель ряда 

 

           
 

где    - тренд;    - сезонная составляющая;    - слу-

чайная составляющая. 

Прогнозируемое значение для              

                
где      -  прогнозируемое значение тренда;  

   - сезонная составляющая в момент времени 

      

Средняя абсолютная относительная ошибка про-

гноза: 

     
 

 
  

      

  
      

 

   

 

 

Аддитивная модель ряда 

 

             
 

где    - тренд;    - сезонная составляющая;    - слу-

чайная составляющая. 

Прогнозируемое значение для              

                
где      -  прогнозируемое значение тренда;  

   - сезонная составляющая в момент времени 

     ;  

 

Средняя абсолютная относительная ошибка про-

гноза: 
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Отметим, что полное совпадение фактического пред-

сказываемого значения      и прогнозной оценки малове-

роятно. Возникновение отклонений фактических уровней 

временного ряда от выравненных по уравнению тренда 

связано со следующими причинами: 

 всегда существует тренд, который дает более точ-

ные результаты при описании тенденции, по срав-

нению с выбранным; 

 тренд, выбранный для прогнозирования, содержит 

случайную компоненту, так как каждый уровень 

исходных данных обладает случайной компонен-

той; 

 выявленная тенденция характеризует движение 

среднего уровня временного ряда, следовательно, 

возможны отклонения от него. 

§6.  Анализ и прогнозирование  вре-

менных рядов в Excel 

Анализ временных рядов с помощью инст-

румента " Мастер диаграмм" 

 

При проведении анализа временных рядов широко 

применяются методы визуального анализа. Это объясняет-

ся тем, что график временного ряда, как правило, позво-

ляют понять характер процесса.  Так, анализ графика вре-

менного ряда позволяет сделать выводы о следующем: 
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 наличии сезонных и/или циклических колеба-

ний;  

 наличии тренда и его характере; 

 степени плавности/прерывности изменений 

последовательных уровней ряда после устра-

нения тренда. 

В Excel для анализа временных рядов можно исполь-

зовать  инструмент "Мастер диаграмм".  

 

При анализе временных рядов диаграммы, исполь-

зуемые при построении  модели ряда динамики, имеют тип 

«График». 

Работа с Мастером диаграмм состоит из нескольких 

основных шагов, выполнение которых рассмотрим на сле-

дующем примере. 

 

Пример.  
Динамика выпуска продукции некоторой страны ха-

рактеризуется данными, представленными в таблице: 

 

Год Выпуск 

продукции 

Год Выпуск 

продукции 

2001 25 2008 40 

2002 27 2009 40 

2003 30 2010 42 

2004 29 2011 41 

2005 30 2012 42 

2006 35 2013 49 

2007 33 2014 64 

Проведем расчет параметров линейного, степенного 

и полиномиального тренда, выберем наилучшее уравнение 

тренда, а также построим графики ряда динамики и  трен-

дов. 
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Решение. 
Введем данные в Excel. Для построения графика вре-

менного ряда воспользуемся инструментом Мастер диа-

грамм Excel. Выделим диапазон ячеек В1:B15 . Вызовем 

Мастер диаграмм. Выберем тип диаграммы График. 

Появится график временного ряда: 

 
Существует несколько способов определения типа 

тенденции. К числу наиболее распространённых способов 

относятся качественный анализ изучаемого процесса, по-

строение и визуальный анализ графика зависимости уров-

ней ряда от времени, расчёт некоторых основных показа-

телей. Выбор наилучшего уравнения тренда принято осу-

ществлять путём перебора основных форм тренда, расчёта 

по каждому уравнению       
  и выбора уравнения тренда с 

максимальным значением этого коэффициента. 

Для осуществления данной процедуры мы восполь-

зуемся опцией Добавить линию тренда  в Мастере Диа-

грамм, тип график. Данная опция позволяет автоматиче-

ски получить график тренда, уравнение тренда и значение  

      
 .  

Начнем с построения линейного тренда: 
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Выделим мышкой график    и выберем пункт меню 

Добавить линию тренда. В Excel 2010 после выделения 

нужно перейти на вкладку Макет.  Щелкнуть на кнопку 

Линия тренда и  

 
выбрать пункт дополнительные параметры линии тренда… 

Появится диалоговое окно: 

 
  Отметить флажки как на рисунке и нажать на кноп-

ку закрыть или OK.  
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На диаграмме появятся следующие данные:

 
Далее построить отдельные диаграммы для всех 

встроенных тенденций:
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Сравним полученные значения       
 : 

 

Вид тренда       
  

Линейный 0,8350 

Степенной 0,7771 

Полиномиальный 2-й степени 0,8851 

 

В нашем случае исходные данные лучше всего опи-

сывает полином 2-ой степени. 

Таким образом, уравнение тренда имеет следующий 

вид:  
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Решение типовых задач 

 

Задача 1. Имеются данные о сводном индексе цен 

строительной продукции по РФ за период с января 2010 

года по октябрь 2014 года. 

Исходные данные 

 на конец периода в % 

  2010 2011 2012 2013 

К  редыдущему месяцу     

Январь 100,2 101,3 100,4 100,6 

Февраль 101,6 102,0 101,9 101,5 

Март 98,8 98,5 98,5 98,8 

Апрель 100,5 100,1 100,4 99,8 

Май 101,8 101,5 101,0 100,7 

Июнь 100,7 100,1 100,7 100,8 

Июль 100,5 100,9 101,0 100,1 

Август 101,8 101,8 101,1  

Сентябрь 101,2 100,6 100,8  

Октябрь 100,7 101,0 100,7  

Ноябрь 100,9 100,3 99,8  

Декабрь 100,1 99,8 100,4  

Требуется:  

1) Вычислить коэффициенты автокорреляции. Про-
верить статистическую значимость коэффициен-

тов автокорреляции. Построить коррелограмму. 

Сделать вывод. 

Решение. 

Построим график временного ряда: 
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Из визуального анализа графика временного ряда 

следует, что ряд состоит из циклической и случайной со-

ставляющих, возможно трендовой. 

При наличии во временном ряду тенденции и цикли-

ческих колебаний значение каждого последующего уровня 

ряда зависит от значений предыдущих уровней. 

Анализ автокорреляционной функции временного 

ряда позволяет установить степень зависимости после-

дующих членов ряда от предыдущих и временной интер-

вал, в течение которого эта зависимость статистически 

значима. 

Вычислим коэффициенты автокорреляции 1-го, 2-го , 

…, 12-го порядка.  

Составим вспомогательную таблицу: 
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Коэффициент автокорреляции является коэффициен-

том парной корреляции между соответствующими столб-

цами нашей таблицы и находится с помощью встроенной 

функции Excel КОРРЕЛ.  

Например, коэффициент автокорреляции седьмого 

порядка    есть коэффициент парной корреляции между 

выделенными заливкой столбцами таблицы. 
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На основе  расчетной таблицы вычислим коэффици-

енты автокорреляции и запишем табличное задание авто-

корреляционной функции: 

 

Лаг,   Коэффициент  автокорреляции    

1,0 -0,1837 

2,0 -0,2845 

3,0 0,27494 

4,0 0,00855 

5,0 -0,206 

6,0 0,15633 

7,0 -0,285 

8,0 0,02573 

9,0 0,30192 

10,0 -0,3762 

11,0 -0,1664 

12 0,85465 
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Значение             значительно превышает все 

остальные. 

     
                

                

      
                 

Получаем, что            
  , следовательно, коэффи-

циенты автокорреляции     статистически значим. 

Таким образом,   ряд содержит циклические колеба-

ния с периодом в 12 месяцев.  

На основе коэффициента автокорреляции     можно 
предположить, что ряд имеет нелинейную тенденцию, т.к. 

        .  Проверим значимость          , для под-
тверждения или опровержения данного предположения. 

Имеем, 

     
                

              

      
               

Следовательно,    является статистически незначи-

мым (          
 ) и предположение о наличии нелинейной 

тенденции опровергается. То есть, или ряд содержит ли-

нейную тенденцию, или не содержит тенденцию. 

 

Задача 2. Для 10 предприятий по данным внутренней 

отчетности получены данные о квартальных товарооборо-

тах за последние 4 года в условных единицах. 

Ква

ртал 

Год 

2011 2012 2013 2014 

1 320 328 334 331 

2 331 343 343 341 

3 346 353 356 355 

4 352 364 366 370 

Требуется: 

1) Найти сезонные компоненты (сезонные индексы) 

для каждого квартала. 

 Решение.  
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Построим график временного ряда: 

 
 

Из визуального анализа временного ряда следует, что 

ряд состоит из трендовой, сезонной и случайной состав-

ляющих. Период сезонных колебаний равен 4, с увеличе-

нием времени не происходит заметного увеличения сезон-

ных колебаний,  поэтому построим аддитивную модель 

ряда. 

 

Шаг 1.  Выравнивание исходных уровней ряда мето-

дом скользящей средних.  Найдем скользящее среднее за 4 

квартала и проведем центрирование получившихся уров-

ней. 

Шаг 2. Найдем оценки сезонной компоненты   
  как 

разность между исходными уровнями ряда и центрирован-

ными скользящими средними. 
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Шаг 3. Для вычисления сезонной компоненты сгруп-

пируем данные следующим образом:  

 
Определим средние оценки сезонной компоненты по 

каждому кварталу.  



133 
 

В моделях с сезонной компонентой обычно предпо-

лагается, что  сезонные воздействия за период компенси-

руют друг друга. Поэтому, в аддитивной модели считается, 

что сумма значений сезонной компоненты по всем кварта-

лам (или годам, или месяцам, или дням) должна быть рав-

на нулю. В нашем случае: 

                              

Определим корректирующий коэффициент   
 

 
    

   
   . 

Определяем скорректированные значения сезонной 

компоненты как разности между соответствующими сред-

ними оценками и корректирующем коэффициентом. 

Проверяем условие равенства нулю скорректирован-

ных сезонных компонент. 

Таким образом, сезонные индексы имеют следующий 

вид 

 

S1 S2 S3 S4 

-15,75 -5,54 6,58 14,71 

 

Задача 3.  

Приведен ряд     средней цены 1 м
2
 общей площади 

квартир (все типы квартир) на рынке вторичного  жилья 

города Москвы (руб): 

  2011 2012 2013 2014 

I квартал 162419.89 166679.88 182005.09 179146.33 

II квартал 163426.85 168869.88 183240.08 183080.73 

III квар-

тал 
162952.13 172260.14 178971.23 184573.86 

IV квар-

тал 
163202.77 176319.51 177899.02   



134 
 

Требуется 

1) Построить график ряда динамики. 

2) С помощью автокорреляционной функции опреде-

лить наличие трендовой и сезонной компоненты. 

3) Построить модель временного ряда. 

4)  Построить прогноз средней цены 1 м
2
 в первом 

квартале 2015 г. Оценить точность прогноза. 

Решение.  

График ряда динамики 

Построим график временного ряда  

 
Из визуального анализа графика временного ряда 

следует, что ряд состоит из  трендовой, возможно сезон-

ной, и случайной составляющих. 

Автокорреляционная функция 

Данные поквартальные, поэтому вычислим коэффи-

циенты автокорреляции с 1-го по 5-ый порядок. 

Составим вспомогательную матрицу. 

Коэффициент автокорреляции является коэффициен-

том парной корреляции между соответствующими столб-
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цами нашей таблицы и находится с помощью встроенной 

функции Excel КОРРЕЛ.  

  =КОРРЕЛ(D2:D24;E2:E24) 

  =КОРРЕЛ(D2:D24;I2:I24) 

 
 

Запишем табличное задание автокорреляционной 

функции: 

 

Лаг,   Коэффициент  ав-

токорреляции    

Критическое зна-

чение 

Вывод 

1,0 0,951 0,53 значим 

2,0 0,838 0,55 значим 

3,0 0,733 0,58 значим 

4,0 0,674 0,60 значим 

5,0 0,626 0,63 незначим 

 

Коррелограмма имеет вид: 
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Вывод:  

 ряд содержит линейную тенденцию 

 ряд  не содержит сезонных колебаний. 

Построение модели ряда 

Определим трендовую компоненту    модели.  

Для этого построим регрессию           с помо-

щью функции «Регрессия». 

 
Уравнение тренда имеет вид: 
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Параметр              интерпретируется как па-

раметр начальных условий (значение переменной    в ну-

левой момент времени, т.е. цена 1 м
2
 в момент t = 0, что 

соответствует трендовому значению средней цены 1 м
2
 

общей площади квартиры в VI квартале 2010 г.).    
       – скорость  роста переменной    (т.е. в среднем за 

2011-2014 г. цена  1 м
2
 общей площади квартиры увеличи-

ваются на         руб.  в квартал). 

Коэффициент парной корреляции            по-

казывает, что средняя цена 1 м
2
 общей площади квартиры 

сильно зависит от времени и на 87% объясняются времен-

ным фактором (коэффициент детерминации          ).  

 
Проверка качества уравнения тренда 

 

Проверим статистическую значимость уравнения 

тренда в целом с помощью F-критерия Фишера.  Расчетное 

значение F-критерия Фишера          больше, чем 

                         , т.е. уравнение регрессии 
в целом статистически значимо.  

Теперь проверим статистическую значимость пара-

метров уравнения с помощью t-критерия Из результатов 

дис ерси нн г  анализа получаем, что 

 

   
          

      

 

Табличное значение t-критерия Стьюдента находим с 

помощью функции СТЬЮДРАСПОБР (Excel): 

tтабл(0,05;15-1-1)= 2,16. Таким образом, коэффициенты     

и    являются статистически значимыми(     
       ). 
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Дополним анализ вычислением модельной ошибки. 

Математическую точность модель оценим с помощью 

среднюю относительную ошибки аппроксимации: 

   
 

 
  

      

  
 

 

   

      
 

  
                    

Так как       , точность модели высокая. 

Таким образом, уравнение тренда имеет высокое ка-

чество. 

 

Модель ряда имеет вид: 

         

                       

                       
 

                     

1 952.98 6 -1313.40 11 71.58 

2 216.66 7 333.59 12 -2743.90 

3 -2001.33 8 2649.68 13 -3239.86 

4 -3493.96 9 6591.99 14 -1048.73 

5 -1760.13 10 6083.71 15 -1298.88 

 

Прогноз средней цены 1 м
2
 общей площади квартиры в I 

квартале 2015 года 

I кварталу 2015 года соответствует момент времени 

    , следовательно 

                                        
 

Средняя абсолютная относительная ошибка прогно-

за: 
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Таким образом, точность прогноза высокая. 

Задачи для самостоятельного решения 

 

Задача 1.  Динамика выпуска продукции некоторой 

страны характеризуется данными (усл. ед.), представлен-

ными в таблице: 

Год 
Выпуск про-

дукции 
Год 

Выпуск 

продукции 
Год 

Выпуск 

продукции 

1980 1054 1992 3837 2004 13617 

1981 1104 1993 5490 2005 16356 

1982 1149 1994 5502 2006 20037 

1983 1291 1995 6342 2007 21748 

1984 1427 1996 7665 2008 23298 

1985 1505 1997 8570 2009 26570 

1986 1513 1998 11172 2010 23080 

1987 1635 1999 14150 2011 23981 

1988 1987 2000 14004 2012 23446 

1989 2306 2001 13088 2013 29658 

1990 2367 2002 12518 2014 39573 

1991 2913 2003 13471 2015 38435 

Требуется: 

1) провести расчет параметров линейного, степенного 
и экспоненциального трендов; 
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2) построить графики ряда динамики и трендов; 

3) выбрать наилучший вид трендов на основании гра-

фического изображения и значения коэффициента 

детерминации. 

Ответ:  
согласно критериям отбора экспоненциальный тренд явля-

ется наилучшим. 

 

Задача 2.  Представлены поквартальные данные о валовом 

объеме продаж (млн.шт.) за последние четыре года: 

 

Квартал 
Год 

1 2 3 4 

I 6 7,2 8 9 

II 4,4 4,8 5,6 6,6 

III 5 6 6,4 7 

IV 9 10 11 10,8 

Требуется: 

1) найти коэффициенты автокорреляции до пятого по-
рядка; 

2) построить коррелограмму. 
Ответ:  

Автокорреляционная функция имеет вид: 

  1 2 3 4 5 

   0,1652 -0,567 0,1136 0,983 0,1187 
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Приложения  

Приложение 1 

Таблица значений z-преобразования Фишера 

r 0 1 2 3 4 

0,0 0 0,0101 0,02 0,03 0,04 

0,1 0,1003 0,1104 0,1206 0,1308 0,1409 

0,2 0,2027 0,2132 0,2237 0,2342 0,2448 
0,3 0,3095 0,3205 0,3316 0,3428 0,3541 

0,4 0,4236 0,4356 0,4477 0,4599 0,4722 

0,5 0,5493 0,5627 0,5764 0,5901 0,6042 

0,6 0,6932 0,7089 0,725 0,7414 0,7582 
0,7 0,8673 0,8872 0,9077 0,9287 0,9505 

0,8 1,0986 1,127 1,1568 1,1881 1,2212 

0,9 1,4722 1,5275 1,589 1,6584 1,7381 

0,99 2,6466 2,6996 2,7587 2,8257 2,9031 

 

r 5 6 7 8 9 

0,0 0,0501 0,0601 0,0701 0,0802 0,0902 
0,1 0,1511 0,1614 0,1717 0,182 0,1923 

0,2 0,2554 0,2661 0,2769 0,2877 0,2986 

0,3 0,3654 0,3767 0,3884 0,4001 0,4118 

0,4 0,4847 0,4973 0,5101 0,523 0,5361 
0,5 0,6184 0,6328 0,6475 0,6625 0,6777 

0,6 0,7753 0,7928 0,8107 0,8291 0,848 

0,7 0,973 0,9962 1,0203 1,0454 1,0714 

0,8 1,2562 1,2933 1,3331 1,3758 1,4219 
0,9 1,8318 1,9459 2,0923 2,2976 2,6467 

0,99 2,9945 3,1063 3,2504 3,4534 3,8002 

В качестве примера (для понимания, как получилась таб-

лица) посчитаем значение z для r=0,997 (число из строки 

0,99 и столбца 7): z(0,997)=3,2504.  
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Приложение 2 

 

Критические значения t-критерия Стьюдента 

Число 

степеней 

свободы 

d.f. 
 

 Уровень значимо-

сти   (двусторонняя 

критическая об-

ласть) 

Число 

степеней 

свободы 

d.f. 
 

 Уровень значимо-

сти   (двусторонняя 

критическая об-

ласть) 
0,1 0,05 0,01 0,1 0,05 0,01 

1 6,3138 12,706 63,657 18 1,7341 2,1009 2,8784 
2 2.9200 4,3027 9,9248 19 1,7291 2,0930 2,8609 
3 2,3534 3,1825 5,8409 20 1,7247 2,0860 2,8453 
4 2,1318 2,7764 4,6041 21 1,7207 2,0796 2,8314 
5 2,0150 2,5706 4,0321 22 1,7171 2,0739 2,8188 
6 1,9432 2,4469 3,7074 23 1,7139 2,0687 2,8073 
7 1,8946 2,3646 3,4995 24 1,7109 2,0639 2,7969 
8 1,8595 2,3060 3,3554 25 1,7081 2,0595 2,7874 
9 1,8331 2,2622 3,2498 26 1,7056 2,0555 2,7787 
10 1,8125 2,2281 3,1693 27 1,7033 2,0518 2,7707 
11 1,7959 2,2010 3,1058 28 1,7011 2,0484 2,7633 
12 1,7823 2,1788 3,0545 29 1,6991 2,0452 2,7564 
13 1,7709 2,1604 3,0123 30 1,6973 2,0423 2,7500 
14 1,7613 2,1448 2,9768 40 1,6839 2,0211 2,7045 
15 1,7530 2,1315 2,9467 60 1,6707 2,0003 2,6603 
16 1,7459 2,1199 2,9208 120 1,6577 1,9799 2,6174 
17 1,7396 2,1098 2,8982   1,6449 1,9600 2,5758 

Число 

степеней 

свободы 

d.f. 

0,05 0,025 0,005 Число 

степеней 

свободы 

d.f. 

0,05 0,025 0,005 
 Уровень значимо-

сти   (односторон-

няя критическая 

область) 

 Уровень значимо-

сти   (односторон-

няя критическая 

область) 
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Приложение 3 
Критические  значения распределения Фишера-Снедекора 

при уровне значимости α =0,05 
k1 1 

 

2 

 

3 

 

4 

 

5 

 

6 

 

8 

 

12 

 

24 

 

∞ 

 k2 

1 161,4 199,5 215,7 224,6 230,2 234 238,9 243,9 249 254,3 

2 18,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,37 19,41 19,45 19,50 

3 10,13 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 8,84 8,74 8,64 8,53 

4 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,04 5,91 5,77 5,63 

5 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,82 4,68 4,53 4,36 

6 5,99 5,14 4,76 4,53 4,39 4,28 4,15 4,00 3,84 3,67 

7 5,59 4,74 4,35 4,12 3,97 3,87 3,73 3,57 3,41 3,23 

8 5,32 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 3,44 3,28 3,12 2,93 

9 5,12 4,26 3,86 3,63 3,48 3,37 3,23 3,07 2,90 2,71 

10 4,96 4,10 3,71 3,48 3,33 3,22 3,07 2,91 2,74 2,54 

11 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 3,09 2,95 2,79 2,61 2,40 

12 4,75 3,88 3,49 3,26 3,11 3,00 2,85 2,69 2,50 2,30 

13 4,67 3,80 3,41 3,18 3,02 2,92 2,77 2,60 2,42 2,21 

14 4,60 3,74 3,34 3,11 2,96 2,85 2,70 2,53 2,35 2,13 

15 4,54 3,68 3,29 3,06 2,90 2,79 2,64 2,48 2,29 2,07 

16 4,49 3,63 3,24 3,01 2,85 2,74 2,59 2,42 2,24 2,01 

17 4,45 3,59 3,20 2,96 2,81 2,70 2,55 2,38 2,19 1,96 

18 4,41 3,55 3,16 2,93 2,77 2,66 2,51 2,34 2,15 1,92 

19 4,38 3,52 3,13 2,90 2,74 2,63 2,48 2,31 2,11 1,88 

20 4,35 3,49 3,10 2,87 2,71 2,60 2,45 2,28 2,08 1,84 

21 4,32 3,47 3,07 2,84 2,68 2,57 2,42 2,25 2,05 1,81 

22 4,30 3,44 3,05 2,82 2,66 2,55 2,40 2,23 2,03 1,78 

23 4,28 3,42 3,03 2,80 2,64 2,53 2,38 2,20 2,00 1,76 

24 4,26 3,40 3,01 2,78 2,62 2,51 2,36 2,18 1,98 1,73 

25 4,24 3,38 2,99 2,76 2,60 2,49 2,34 2,16 1,96 1,71 

26 4,22 3,37 2,98 2,74 2,59 2,47 2,32 2,15 1,95 1,69 

27 4,21 3,35 2,96 2,73 2,57 2,46 2,30 2,13 1,93 1,67 

28 4,20 3,34 2,95 2,71 2,56 2,44 2,29 2,12 1,91 1,65 

29 4,18 3,33 2,93 2,70 2,54 2,43 2,28 2,10 1,90 1,64 

30 4,17 3,32 2,92 2,69 2,53 2,42 2,27 2,09 1,89 1,62 
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Продолжение прилож.3 

 
k1 1 

 

2 

 

3 

 

4 

 

5 

 

6 

 

8 

 

12 

 

24 

 

∞ 

 k2 

35 4,12 3,26 2,87 2,64 2,48 2,37 2,22 2,04 1,83 1,57 

40 4,08 3,23 2,84 2,61 2,45 2,34 2,18 2,00 1,79 1,51 

45 4,06 3,21 2,81 2,58 2,42 2,31 2,15 1,97 1,76 1,48 

50 4,03 3,18 2,79 2,56 2,40 2,29 2,13 1,95 1,74 1,44 

60 4,00 3,15 2,76 2,52 2,37 2,25 2,10 1,92 1,70 1,39 

70 3,98 3,13 2,74 2,50 2,35 2,23 2,07 1,89 1,67 1,35 

80 3,96 3,11 2,72 2,49 2,33 2,21 2,06 1,88 1,65 1,31 

90 3,95 3,10 2,71 2,47 2,32 2,20 2,04 1,86 1,64 1,28 

100 3,94 3,09 2,70 2,46 2,30 2,19 2,03 1,85 1,63 1,26 

125 3,92 3,07 2,68 2,44 2,29 2,17 2,01 1,83 1,60 1,21 

150 3,90 3,06 2,66 2,43 2,27 2,16 2,00 1,82 1,59 1,18 

200 3,89 3,04 2,65 2,42 2,26 2,14 1,98 1,80 1,57 1,14 

300 3,87 3,03 2,64 2,41 2,25 2,13 1,97 1,79 1,55 1,10 

400 3,86 3,02 2,63 2,40 2,24 2,12 1,96 1,78 1,54 1,07 

500 3,86 3,01 2,62 2,39 2,23 2,11 1,96 1,77 1,54 1,06 

1000 3,85 3,00 2,61 2,38 2,22 2,10 1,95 1,76 1,53 1,03 

 3,84 2,99 2,60 2,37 2,21 2,09 1,94 1,75 1,52 1,00 
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Приложение 4 

Критические значения распределения Пирсона 
Число 

степеней 

свободы 

k 

Уровень значимости α 

0,01 0,025 0,05 0,95 0,975 0,99 

1 6,6349 5,0239 3,8415 0,0039 0,0010 0,0002 

2 9,2103 7,3778 5,9915 0,1026 0,0506 0,0201 

3 11,3449 9,3484 7,8147 0,3519 0,2158 0,1148 

4 13,2767 11,1433 9,4877 0,7107 0,4844 0,2971 

5 15,0863 12,8325 11,0705 1,1455 0,8312 0,5543 

6 16,8119 14,4494 12,5916 1,6354 1,2373 0,8721 

7 18,4753 16,0128 14,0671 2,1674 1,6899 1,2390 

8 20,0902 17,5346 15,5073 2,7326 2,1797 1,6465 

9 21,6660 19,0228 16,9190 3,3251 2,7004 2,0879 

10 23,2093 20,4832 18,3070 3,9403 3,2470 2,5582 

11 24,7250 21,9201 19,6751 4,5748 3,8158 3,0535 

12 26,2170 23,3367 21,0261 5,2260 4,4038 3,5706 

13 27,6883 24,7356 22,3620 5,8919 5,0088 4,1069 

14 29,1412 26,1190 23,6848 6,5706 5,6287 4,6604 

15 30,5779 27,4884 24,9958 7,2609 6,2621 5,2294 

16 31,9999 28,8454 26,2962 7,9617 6,9077 5,8122 

17 33,4087 30,1910 27,5871 8,6718 7,5642 6,4078 

18 34,8053 31,5264 28,8693 9,3905 8,2308 7,0149 

19 36,1909 32,8523 30,1435 10,1170 8,9065 7,6327 

20 37,5662 34,1696 31,4104 10,8508 9,5908 8,2604 

21 38,9322 35,4789 32,6706 11,5913 10,2829 8,8972 

22 40,2894 36,7807 33,9244 12,3380 10,9823 9,5425 

23 41,6384 38,0756 35,1725 13,0905 11,6886 10,1957 

24 42,9798 39,3641 36,4150 13,8484 12,4012 10,8564 

25 44,3141 40,6465 37,6525 14,6114 13,1197 11,5240 

26 45,6417 41,9232 38,8851 15,3792 13,8439 12,1982 

27 46,9629 43,1945 40,1133 16,1514 14,5734 12,8785 

28 48,2782 44,4608 41,3371 16,9279 15,3079 13,5647 

29 49,5879 45,7223 42,5570 17,7084 16,0471 14,2565 

30 50,8922 46,9792 43,7730 18,4927 16,7908 14,9535 
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Продолжение прилож.4 

 
Число 

степеней 

свободы k 

Уровень значимости α 

0,01 0,025 0,05 0,95 0,975 0,99 

31 52,1914 48,2319 44,9853 19,2806 17,5387 15,6555 

32 53,4858 49,4804 46,1943 20,0719 18,2908 16,3622 

33 54,7755 50,7251 47,3999 20,8665 19,0467 17,0735 

34 56,0609 51,9660 48,6024 21,6643 19,8063 17,7892 

35 57,3421 53,2034 49,8019 22,4650 20,5694 18,5089 

36 58,6192 54,4373 50,9985 23,2686 21,3359 19,2327 

37 59,8925 55,6680 52,1923 24,0749 22,1056 19,9602 

38 61,1621 56,8955 53,3835 24,8839 22,8785 20,6914 

39 62,4281 58,1201 54,5722 25,6954 23,6543 21,4262 

40 63,6907 59,3417 55,7585 26,5093 24,4330 22,1643 

41 64,9501 60,5606 56,9424 27,3256 25,2145 22,9056 

42 66,2062 61,7768 58,1240 28,1441 25,9987 23,6501 

43 67,4594 62,9904 59,3035 28,9647 26,7854 24,3976 

44 68,7095 64,2015 60,4809 29,7875 27,5746 25,1480 

45 69,9568 65,4102 61,6562 30,6123 28,3662 25,9013 

46 71,2014 66,6165 62,8296 31,4390 29,1601 26,6572 

47 72,4433 67,8207 64,0011 32,2676 29,9562 27,4159 

48 73,6826 69,0226 65,1708 33,0981 30,7545 28,1770 

49 74,9195 70,2224 66,3387 33,9303 31,5549 28,9407 

50 76,1539 71,4202 67,5048 34,7643 32,3574 29,7067 
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Приложение 5 

Критические точки распределения Дарбина-Уотсона 

n 
k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 

dL dU dL dU dL dU dL dU dL dU 

6 0.61 1.40 - - - - - - - - 

7 0.7 1.36 0.47 1.9 - - - - - - 

8 0.76 1.33 0.56 1.78 0.37 2.29 - - - - 

9 0.82 1.32 0.63 1.7 0.46 2.13 - - - - 

10 0.88 1.32 0.7 1.64 0.53 2.02 - - - - 

11 0.93 1.32 0.66 1.6 0.6 1.93 - - - - 

12 0.97 1.33 0.81 1.58 0.66 1.86 - - - - 

13 1.01 1.34 0.86 1.56 0.72 1.82 - - - - 

14 1.05 1.35 0.91 1.55 0.77 1.78 - - - - 

15 1,08 1,36 0,95 1,54 0,82 1,75 0,69 1,97 0,56 2,21 

16 1,1 1,37 0,98 1,54 0,86 1,73 0,74 1,93 0,62 2,15 

17 1,13 1,38 1,02 1,54 0,9 1,71 0,78 1,9 0,67 2,1 

18 1,16 1,39 1,05 1,53 0,93 1,69 0,82 1,87 0,71 2,06 

19 1,18 1,4 1,08 1,53 0,97 1,68 0,86 1,85 0,75 2,02 

20 1,2 1,41 1,1 1,54 1 1,68 0,9 1,83 0,79 1,99 

21 1,2 1,42 1,13 1,54 1,03 1,67 0,93 1,81 0,83 1,96 

22 1,22 1,43 1,15 1,54 1,05 1,66 0,96 1,8 0,86 1,94 

23 1,24 1,44 1,17 1,54 1,08 1,66 0,99 1,79 0,9 1,92 

24 1,26 1,45 1,19 1,55 1,1 1,66 1,01 1,78 0,93 1,9 

25 1,27 1,45 1,21 1,55 1,12 1,66 1,04 1,77 0,95 1,89 

26 1,29 1,46 1,22 1,55 1,14 1,65 1,06 1,76 0,98 1,88 

27 1,3 1,47 1,24 1,56 1,16 1,65 1,08 1,76 1,01 1,86 

28 1,32 1,48 1,26 1,56 1,18 1,65 1,1 1,75 1,03 1,85 

29 1,33 1,48 1,27 1,56 1,2 1,65 1,12 1,74 1,05 1,84 

30 1,34 1,49 1,28 1,57 1,21 1,65 1,14 1,74 1,07 1,83 

31 1,35 1,5 1,3 1,57 1,23 1,65 1,16 1,74 1,09 1,83 

32 1,36 1,5 1,31 1,57 1,24 1,65 1,18 1,73 1,11 1,82 

33 1,37 1,51 1,32 1,58 1,26 1,65 1,19 1,73 1,13 1,81 

34 1,38 1,51 1,33 1,58 1,27 1,65 1,21 1,73 1,15 1,81 

35 1,39 1,52 1,34 1,58 1,28 1,65 1,22 1,73 1,16 1,8 

36 1,4 1,52 1,35 1,59 1,29 1,65 1,24 1,73 1,18 1,8 

37 1,41 1,53 1,36 1,59 1,31 1,66 1,25 1,72 1,19 1,8 

 

 



148 
 

Продолжение прилож.5 

N 
k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 

dL dU dL dU dL dU dL dU dL dU 

38 1,42 1,54 1,37 1,59 1,32 1,66 1,26 1,72 1,21 1,79 

39 1,43 1,54 1,38 1,6 1,33 1,66 1,27 1,72 1,22 1,79 

40 1,44 1,54 1,39 1,6 1,34 1,66 1,29 1,72 1,23 1,79 

41 1,45 1,55 1,4 1,6 1,35 1,66 1,29 1,72 1,24 1,78 

42 1,46 1,55 1,41 1,61 1,36 1,66 1.31 1.72 1,25 1,78 

43 1,46 1,56 1,41 1,61 1,37 1,66 1,32 1,72 1,27 1,78 

44 1,47 1,56 1,42 1,61 1,37 1,66 1,33 1,72 1,28 1,78 

45 1,48 1,57 1,43 1,62 1,38 1,67 1,34 1,72 1,29 1,78 

46 1,48 1,57 1,44 1,62 1,39 1,67 1,34 1,72 1,3 1,77 

47 1,49 1,57 1,44 1,62 1,39 1,67 1,35 1,72 1,31 1,77 

48 1,49 1,58 1,45 1,62 1.41 1,67 1,36 1,72 1,32 1,77 

49 1,5 1,58 1,46 1,62 1,41 1,67 1,37 1,72 1,32 1,77 

50 1,5 1,59 1,46 1,63 1,42 1,67 1,38 1,72 1,34 1,77 

51 1,51 1,59 1,47 1,63 1,43 1,67 1,38 1,72 1,34 1,77 

52 1,51 1,59 1,47 1,63 1,43 1,68 1,39 1,72 1,35 1,77 

53 1,52 1,59 1,48 1,63 1,44 1,68 1,4 1,72 1,36 1,77 

54 1,52 1,6 1,48 1,64 1,45 1,68 1,41 1,72 1,37 1,77 

55 1,53 1,6 1,49 1,64 1,45 1,68 1,41 1,72 1,38 1,77 

56 1,53 1,6 1,49 1,64 1,46 1,68 1,42 1,72 1,38 1,77 

57 1,54 1,61 1,5 1,64 1,46 1,68 1,43 1,72 1,39 1,77 

58 1,54 1,61 1,5 1,65 1,47 1,68 1,43 1,72 1,39 1,77 

59 1,54 1,61 1,51 1,65 1,47 1,69 1,44 1,73 1,4 1,77 

60 1,55 1,62 1,51 1,65 1,48 1,69 1,44 1,73 1,41 1,77 

65 1,57 1,63 1,54 1,66 1,5 1,7 1,47 1,73 1,44 1,77 

70 1,58 1,64 1,55 1,67 1,52 1,7 1,49 1,74 1,46 1,77 

75 1,6 1,65 1,57 1,68 1,54 1,71 1,51 1,74 1,49 1,77 

80 1,61 1,66 1,59 1,69 1,56 1,72 1,53 1,74 1,51 1,77 

85 1,62 1,67 1,6 1,7 1,57 1,72 1,55 1,75 1,52 1,77 

90 1,63 1,68 1,61 1,7 1,59 1,73 1,57 1,75 1,54 1,78 

95 1,64 1,69 1,62 1,71 1,6 1,73 1,58 1,75 1,56 1,78 

100 1,65 1,69 1,63 1,72 1,61 1,74 1,59 1,76 1,57 1,78 
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Приложение 6 

 

Критические значения коэффициентов корреляции для 

уровня значимости 0,05 
k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

    1,00 1,00 0,88 0,81 0,75 0,71 0,67 0,63 0,60 0,58 0,55 

k 12 13 14 15 16 17 18 19 20 25 30 

    0,53 0,51 0,50 0,48 0,47 0,46 0,44 0,42 0,42 0,38 0,35 

k 35 40 45 50 60 70 80 90 100   

    0,32 0,30 0,29 0,27 0,25 0,29 0,22 0,21 0,19   
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