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Тема 1. ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ ЭКОНОМИКО-

МАТЕМАТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ    

Содержание 

1. Понятие эконометрики: предмет, цель, задачи 

2. Эконометрическая модель 

3. Классы эконометрических моделей 

4. Типы данных и виды переменных в эконометрических исследованиях 

5. Этапы эконометрического моделирования 

1. Понятие эконометрики: предмет, цель, задачи 

Эконометрическое знание выделилось и сформировалось как закономерный 

результат развития и взаимодействия экономической теории, математической 

экономики, экономической статистики, математической статистики и теории 

вероятностей. Эконометрика формулирует собственные предмет, цель и задачи 

исследования. 

Термин «эконометрика» впервые появился в исследованиях П. Цъемпы 

(1910), Й. Шумпетера (1923), Р. Фриша (1930) и является соединения двух слов: 

«экономика» и «метрика». В переводе с греческого oikonomos (экономист) – это 

управляющий домом, metrihe, metron (метрика) – мера, размер.  

Ученые-эконометристы, признанные авторитеты в области 

эконометрических знаний, по-разному подходили к определению эконометрики. 

Р. Фриш: «Эконометрика есть единство трех составляющих – статистики, 

экономической теории и математики». 

С. Фишер – «Эконометрика занимается разработкой и применением 

статистических методов для измерения взаимосвязей между экономическими 

переменными». 

С. Айвазян – «Эконометрика объединяет совокупность методов и моделей, 

позволяющих придавать количественные выражения качественным зависимостям». 

В настоящее время не существует единого строгого определения 

эконометрики. Наиболее часто употребляется следующее понятие: 

Эконометрика – это наука, предметом изучения которой является 

количественное выражение взаимосвязей экономических явлений и процессов 

Содержание эконометрики, ее структура и область применения тесно 

связаны с другими науками. 

Взаимосвязь эконометрики с другими науками 

Эконометрика Другие науки 

Изучение экономических 

явлений с точки зрения 

количественных характеристик 

Экономическая теория 

Изучение качественных аспектов 

экономических явлений 

Опытная проверка 

экономических законов 
Математическая экономика 

Получение выражений 

экономических законов в форме 

математических моделей 

Применение инструментария 

экономической статистики для 
Экономическая статистика 

Сбор, обработка  и представление 
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анализа и прогноза 

экономических взаимосвязей 

экономических данных в 

наглядном виде 

Применение аппарата 

математической статистики в 

силу случайного характера 

большей части экономических 

показателей 

Математическая статистика 

Разработка методов анализа 

данных в зависимости от целей 

исследования 

Анализ подходов к определению эконометрики, состояние 

эконометрической науки позволяют сформулировать цель эконометрики, которая 

достигается решением определенных задач. 

Цель эконометрики – это разработка способов моделирования и 

количественного анализа реальных экономических объектов и систем. 

Задачи эконометрики можно разделить на три типа 

По конечным прикладным 

целям 

По уровню иерархии По области решения 

проблем изучаемой 

экономической системы 

Задачи прогноза 
экономических показателей, 

характеризующих состояние и 

развитие изучаемого явления 

Задачи моделирования 
возможных вариантов 

экономического развития 

системы для определения 

параметров, которые 

оказывают наиболее сильное 

влияние на состояние системы 

в целом 

Задачи макроуровня (страна в 

целом) 

Задачи мезоуровня (уровень 

отраслей, регионов) 

Задачи микроуровня (уровень 

фирмы, предприятия, семьи) 

Задачи изучения рынка 

Задачи изучения 

инвестиционной, социальной, 

финансовой политики 

Задачи изучения 

ценообразования 

Задачи изучения спроса и 

потребления 

Задачи изучения отдельно 

выделенного комплекса 

проблем 

2. Эконометрическая модель 

Основой эконометрического моделирования является эконометрическая 

модель. Экономический объект в такой модели описывается и изучается с 

помощью эмпирических (статистических) данных. Эконометрическая модель 

учитывает реальные условия существования изучаемого объекта и не противоречит 

общим законам экономики. Ошибка предсказаний по такой модели не превосходит 

заданной величины. 

Общий вид эконометрической модели 

   XfY , где  

Y – наблюдаемое значение зависимой переменной (объясняемая переменная, 

результат);  

f(X) – объясненная часть зависимой переменной Y, которая зависит от 

значений объясняющих переменных X (факторов);  

ε – случайная составляющая (ошибка, возмущение). 

Объясняемая переменная Y – случайная величина с некоторым 

распределением при заданных значениях объясняющих переменных Xi (i = 1, 2,…, 

n). Объясняющие переменные в модели - неслучайные (детерминированные) 

величины. 
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Задачи эконометрического моделирования 

1. Определение объясненной части, на основе экспериментальных данных 

2. Получение оценок параметров распределения случайной составляющей, 

рассматривая ее как случайную величину 

Эконометрическая модель – главный инструмент эконометрики, 

предназначена для анализа и прогноза экономических объектов, явлений и 

процессов.  

3. Классы эконометрических моделей 

Эконометрические модели можно условно разделить на три класса. 

Классы эконометрических моделей 

1. Регрессионные модели с 

одним уравнением 

2. Системы 

одновременных уравнений 

3. Модели временных 

рядов 

Результативный признак 

является функцией от 

факторных признаков 

 ),...,,( 21 mXXXfY  . 

Объясненная составляющая 

),...,,( 21 mXXXf  - это )(YM x

, т.е. ожидаемое значение 

результата Y  при заданных 

значениях факторов 

mXXX ,...,, 21  . Уравнение 

регрессионной модели имеет 

вид  )(YMY x  . 

По количеству факторных 

переменных регрессионные 

модели делятся на парные (с 

одной переменной) и 

множественные. 

По виду функции 

),...,,( 21 mXXXf  - 

регрессионные модели делятся 

на линейные и нелинейные 

Состоят из тождеств и 

регрессионных уравнений, в 

которых наряду с факторными 

признаками включены 

результативные признаки из 

других уравнений системы. 

Т.о., в системе уравнений одни 

и те же переменные 

рассматриваются как 

зависимые переменные в одни 

уравнениях и независимые – в 

других. В тождествах вид и 

значения параметров известны, 

в уравнениях – оцениваются. 

Результативный признак 

является функцией 

переменной времени или 

переменных, относящихся к 

другим моментам времени. 

Модели, описывающие 

зависимость результативного 

признака от времени: 

- тренда (зависимость 

результативного признака от 

трендовой компоненты); 

- сезонности (зависимость 

результативного признака от 

сезонной компоненты); 

- тренда и сезонности. 

Модели, представляющие 

зависимость результата от 

переменных, датированных 

другими моментами времени: 

- с распределенным лагом 

(зависимость результативного 

признака от предыдущих 

значений факторных 

переменных); 

- авторегрессии (зависимость 

результативного признака от 

предыдущих значений 

результативного признака). 

Примеры эконометрических моделей 

Модель цены от объема 

поставки. 

Модель спроса от цены на 

отдельный товар и от реальных 

доходов потребителей. 

Модель зависимости объема 

производства от 

производственных факторов. 

Модель спроса и 

предложения. 

Кейнсианская модель 

формирования доходов. 

Балансовая модель Леонтьева. 

Модель потребления 

энергоресурсов с учетом 

сезонности 

Модель объема продаж 

Модель динамики 

товарооборота и доходов 

населения 
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Эконометрические модели отражают свойства изучаемых объектов, явлений 

и процессов: 

- свойство времени двигаться вперед используется в моделях временных 

рядов (экономические явления происходят в пространстве и во времени); 

- свойства динамического равновесия многих экономических явлений 

применяется в решении систем одновременных уравнений; 

- свойство прошлых, настоящих и будущих значений переменных влиять на 

текущее состояние экономического явления реализуется в моделях авторегрессии и 

автокорреляции, в моделях адаптивного прогноза; 

- свойство временной задержки (лага) между причиной и следствием 

экономического явления проявляется в модели с распределенным лагом; 

- свойство цикличности большого количества экономических явлений 

находит место в моделях временных рядов с сезонной составляющей. 

 

4. Типы данных и виды переменных в эконометрических исследованиях  

В эконометрике применяются два основных типа выборочных данных: 

- пространственные; 

- временные. 

Типы данных 

Пространственные Временные 

Совокупность экономической информации, 

характеризующей разные объекты за 

определенный период (момент) времени. 

Совокупность экономической информации, 

характеризующей определенный объект за 

различные периоды (моменты) времени. 

Различают стационарные и нестационарные 

(динамические) временные ряды (рис.1.1, 1.2). 

Примеры данных 

Объем производства предприятий региона 

Численность экономически активного 

населения 

Показатели экономической деятельности 

предприятий 

Индекс потребительских цен 

Численность занятых за последние годы 

Объем произведенных предприятием товаров 

Пространственная выборка 

Номер объекта 
наблюдения 

Значения показателей 

X1 X2 … Xm 

1 x11 x12 … x1m 

2 x21 x22 … x2m 

3 x31 x32 … x3m 

… … … … … 

n xn1 xn2 … xnm 

По числу показателей выделяют изолированные (одномерные) и 

компонентные (многомерные) временные ряды. Если проводится анализ во 

времени одного показателя, то временной ряд изолированный. Например, объем 

произведенных предприятием товаров (помесячно) представляет собой 

одномерный временной ряд. 
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Одномерный временной ряд 

Момент времени 
(дата) 

Январь 
2004 г. 

Февраль 
2004 г. 

Март 
2004 г. 

Апрель 
2004 г. 

… … … 

Номер момента 
времени t 

1 2 3 4 … n - 1 n 

Значение 
показателя yt 

y1 y2 y3 y4 … yn-1 yn 

В многомерном ряду представлена динамика нескольких показателей, 

характеризующих одно экономическое явление (процесс). Например, 

характеристики деятельности предприятия, наблюдаемые помесячно, можно 

представить в виде многомерного ряда. В качестве показателей производственной 

деятельности можно взять: Y - производительность труда, Х1 - удельный вес 

покупных изделий, Х2 - премии и вознаграждения на одного работника, Х3 - 

среднегодовая численность ППП, Х4 - среднегодовой фонд заработной платы ППП, 

Х5 - непроизводственные расходы. 

Многомерный временной ряд 

Момент 
времени (дата) 

Номер момента 
времени t 

Значения показателей 

Y X1 X2 … X5 
Январь 2004 г. 1 y1 x11 x12 … x15 
Февраль 2004 г. 2 y2 x21 x22 … x25 
Март 2004 г. 3 y3 x31 x32 … x35 

… … … … … … … 

… n yn xn1 xn2 … xn 5 

Объект эконометрического моделирования характеризуется многими 

признаками. Признаки в модели взаимосвязаны и выступают в роли результата 

(объясняемой переменной), либо в роли фактора (объясняющей переменной). 

Переменные в эконометрической модели любого класса условно можно разделить 

на следующие виды. 

Виды переменных 

Переменные Характеристика 

Экзогенные (независимые, х) Значения переменных задаются извне модели. В 

определенной степени являются управляемыми. 

Эндогенные (зависимые, y) Значения переменных определяются внутри 

модели. 

Лаговые (экзогенные или эндогенные) Значения переменных датируются 

предыдущими моментами времени и находятся 

в уравнении с текущими переменными. 

Предопределенные (лаговые и текущие 

экзогенные переменные, лаговые эндогенные 

переменные) 

 

Количество независимых переменных (m), включенных в модель, не должно 

быть слишком большим и должно быть теоретически обоснованным.  

Качество модели зависит от объема исходных данных (n – объем выборки). 

Объем выборки и число независимых переменных в модели связаны 

соотношением 

n ≥ (6 ÷ 8)×m . 
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Цель эконометрической модели каждого класса – объяснить значения 

текущих эндогенных (результативных) переменных в зависимости от значений 

предопределенных (независимых) переменных. 

5. Этапы эконометрического моделирования 

Эконометрическое моделирование заключается в решении целого класса 

задач, которое состоит из следующих этапов. 

Этапы эконометрического моделирования 

Этап Содержание 

1. Постановочный Формулировка целей и задач исследования (анализ, прогноз, 

имитационное моделирование, выработка управленческих 

решений и т.д.) 

Определение экономических переменных модели (факторных 

и результативных) 

2. Априорный Теоретический анализ изучаемого экономического явления 

Формирование и формализация информации, известной до 

начала моделирования 

3. Параметризация Определение общего вида эконометрической модели 

Выражение в математической форме взаимосвязи между 

модельными переменными 

Формулировка исходных предпосылок и ограничений модели 

4. Информационный Сбор необходимой статистической информации 

Анализ качества собранных данных 

5. Идентификация модели Статистический анализ модели 

Оценка параметров модели 

6. Верификация модели Оценка качества параметров модели и всей модели в целом 

Проверка достоверности и адекватности модели реальному 

экономическому явлению 

7. Интерпретация результатов 

моделирования 

Формулировка итогов и выводов эконометрического 

исследования 

Разработка рекомендаций 

Чем шире круг задач, решаемых в пределах одного исследования, тем 

меньше возможность получить эффективный результат. 
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Тема 2. КОРРЕЛЯЦИЯ 

Содержание 

1. Понятие корреляционной зависимости 

2. Понятие корреляционного анализа 

3. Парная корреляция 

4. Частная корреляция 

5. Множественная корреляция 

6. Коэффициент детерминации 

1. Понятие корреляционной зависимости 

Экономические явления, обладая большим разнообразием, характеризуются 

множеством признаков, отражающих те или иные их свойства. Эти признаки 

изменяются (варьируются) во времени и пространстве. Нередко изменения 

признаков взаимозависимы и взаимообусловлены. В одних случаях связь 

(зависимость) между признаками оказывается очень тесной (например, часовая 

выработка и заработная плата), а в других случаях связь между признаками вовсе 

не обнаруживается или выражается очень слабо (например, пол студентов и их 

успеваемость). Чем теснее связь между признаками, тем точнее принимаемые 

решения и легче управление системами. 

Различают два типа зависимости между явлениями и их признаками: 

функциональную, или жестко детерминированную (например, зависимость 

выработки продукции на одного рабочего от объема выпущенной продукции и 

численности рабочих), и статистическую, или стохастически 

детерминированную (например, зависимость между производительностью труда и 

себестоимостью единицы продукции). 

Понятие функциональной и статистической зависимости 

Функциональная зависимость – это связь, при которой каждому значению 

независимой переменной х соответствует точно определенное (единственное) 

значение зависимой переменной у. Функциональная зависимость чаще всего 

встречается в естественных науках. Реже подобные связи наблюдаются в 

общественной жизни, в частности в экономических процессах. 

Для социально-экономических явлений характерно то, что наряду с 

существенными факторами на них оказывают воздействие многие другие, в том 

числе случайные факторы. В связи с этим существующая зависимость не 

проявляется здесь в каждом отдельном случае, как при функциональных связях, а 

лишь «в общем и среднем» при большом числе наблюдений. В этом случае говорят 

о статистической зависимости.  

Статистическая зависимость – это связь, при которой каждому значению 

независимой переменной х соответствует множество значений зависимой 

переменной у, причем неизвестно заранее, какое именно значение примет у. 

Частным случаем статистической зависимости является корреляционная 

зависимость. 

Корреляционная зависимость – это связь, при которой каждому значению 

независимой переменной х соответствует определенное математическое 

ожидание (среднее значение) зависимой переменной у. 
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Корреляционная связь является «неполной» зависимостью, которая 

проявляется не в каждом отдельном случае, а только в средних величинах при 

достаточно большом числе случаев. 

Известно, например, что повышение квалификации работника ведет к росту 

производительности труда. Это положение подтверждается в массе явлений и не 

означает, что у двух или более рабочих одного разряда, занятых аналогичным 

процессом, будет одинаковая производительность труда. Уровни их выработки 

будут различаться, хотя и незначительно, так как у этих рабочих могут быть 

различными стаж работы, техническое состояние станка, состояние здоровья и т.д.  

Из этого следует, что статистическая зависимость - свойство совокупности в 

целом, а не отдельных ее единиц. 

Особенности зависимости 

Функциональная Корреляционная 

Всегда выражается формулами, что в большей 

степени присуще точным наукам (математике, 

физике) С одинаковой силой проявляется у всех 

единиц совокупности. Является полной и точной, 

так как обычно известен перечень всех факторов 

и механизм их воздействия на переменную в виде 

уравнения 

Разнообразие факторов, их взаимосвязи и 

противоречивые действия вызывают широкое 

варьирование переменной y. Обнаруживается не 

в единичных случаях, а в массе и требует для 

своего исследования массовых наблюдений Связь 

между переменными х и y неполная и 

проявляется лишь в средних величинах 

Виды функциональной и корреляционной зависимости 

Функциональная и корреляционная связь в зависимости от направления 

действия бывает прямая и обратная. 

Функциональная и корреляционная зависимость 

Прямая Обратная 

С увеличением (уменьшением) значений 

факторного признака происходит увеличение 

(уменьшение) результативного признака 

С увеличением (уменьшением) значений 

факторного признака происходит уменьшение 

(увеличение) результативного признака 

По аналитическому выражению зависимость может быть прямолинейной 

(линейной) и криволинейной (нелинейной). 

Функциональная и корреляционная зависимость 

Прямолинейная Криволинейная 

С возрастанием величины факторного признака 

происходит равномерное возрастание (или 

убывание) величин результативного признака 

(выражаются уравнением прямой линии) 

С возрастанием величины факторного признака 

возрастание (или убывание) результативного 

признака происходит неравномерно 

(выражаются уравнениями кривых линий) 

В зависимости от количества признаков, включенных в модель, 

корреляционные связи делят на однофакторные и многофакторные. 

Корреляционные связи 

Однофакторные (парные) Многофакторные (множественные) 

Связь между одним признаком-фактором и 

результативным признаком (при 

абстрагировании влияния других) 

Связь между несколькими факторными 

признаками и результативным признаком 

(факторы действуют комплексно, т.е. 

одновременно и во взаимосвязи) 
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Корреляционная зависимость исследуется с помощью методов 

корреляционного и регрессионного анализа. 

При построении корреляционных моделей исходят из условия нормальности 

многомерного закона распределения генеральной совокупности. Эти условия 

обеспечивают линейный характер связи между изучаемыми признаками, что делает 

правомерным использование в качестве показателей тесноты связи парного, 

частного коэффициентов корреляции и коэффициента множественной корреляции. 

 

2. Понятие корреляционного анализа 

Корреляционный анализ – это раздел математической статистики, 

посвященный изучению взаимосвязей между случайными величинами. 

Применяется тогда, когда данные наблюдений можно считать случайными и 

выбранными из генеральной совокупности, распределенной по многомерному 

нормальному закону. 

Корреляционный анализ заключается в количественном определении 

тесноты связи между двумя признаками (при парной связи) и между 

результативным и множеством факторных признаков (при многофакторной связи). 

Понятие корреляции 

Корреляция – это статистическая зависимость между случайными 

величинами, при которой изменение одной из случайных величин приводит к 

изменению математического ожидания другой. 

Варианты корреляции 

Корреляция 

Парная Частная Множественная 

Связь между двумя 

признаками (результативным и 

факторным или двумя 

факторными) 

Зависимость между 

результативным и одним 

факторным признаками или 

двумя факторными 

признаками при 

фиксированном значении 

других факторных признаков 

Зависимость между 

результативным признаком и 

двумя и более факторными 

признаками, включенными в 

исследование 

 

3. Парная корреляция 

Теснота связи количественно выражается величиной коэффициентов 

корреляции. Построение коэффициентов корреляции основано на сумме 

произведений отклонений индивидуальных значений признаков хi и уi от их 

средних значений x  и y : 



n

i

ii yyxx
1

))(( . Эта величина, деленная на число 

единиц совокупности (объем выборки) n, называется ковариацией. Она 

характеризует сопряженность вариации двух признаков и представляет собой 

статистическую меру взаимодействия двух случайных переменных. 
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Формула определения ковариации 

 
 

n

yyxx
yx

n

i
ii










 

 1,cov  , 

где n - объем исследуемой совокупности (объем выборки); 

xi - i-е значение независимой переменной (i = 1, 2,…, n); 

yi - i-е значение зависимой переменной (i = 1, 2,…, n); 

x  - среднее значение независимой переменной. Определяется по формуле 





n

i
ixx

n 1

1
 ; 

y  - среднее значение зависимой переменной. Определяется по формуле 





n

i
i

yy
n 1

1
 . 

При наличии прямой связи большие значения х должны сочетаться с 

большими значениями у, следовательно, отклонения (xi - х ) и (yi - y ) будут 

положительными. 

Для малых значений х и у эти отклонения будут отрицательными, а их 

произведения - положительными. Значит, при прямой связи ковариация будет 

величиной положительной. 

При наличии обратной связи отклонения (xi - х ) и (yi - y ) будут иметь 

разные знаки (большие значения х сочетаются с меньшими значениями у и 

наоборот). Ковариация будет отрицательной величиной. 

Наконец, при отсутствии связи сочетание знаков отклонений (xi - х ) и (yi - y

) будет беспорядочным, при суммировании отрицательные и положительные 

произведения (xi - х ) и (yi - y ) будут взаимно погашаться и ковариация будет 

близка к нулю. 

Размер ковариации зависит от масштаба признаков х и у. Для получения 

относительной характеристики связи ковариацию делят на максимально возможное 

значение, равное произведению средних квадратических отклонений двух 

признаков sx, sy. В результате получают парный коэффициент корреляции rxy. 

Формула парного коэффициента корреляции 

    
ssn

yyxx

ss

yx
r

yx

n

i
ii

yx

xy 








1

,cov
 , 

где n - объем выборки; 

x , y  - средние значения;  

sx
2 , sy

2 - исправленные дисперсии,  

sx ,sy - среднеквадратические (стандартные) отклонения признаков y, x ,  

определяются по формулам: 
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



n

i
ixx

n 1

1
 ,  




n

i
i

yy
n 1

1
 ;  

 






n

i
ix xxs

n 1

22

1

1
 ,  








 




n

i
iy yys

n 1

2
2

1

1
 ,  

ss xx

2
  ,  ss yy

2
  .  

 

Коэффициент корреляции ryx служит мерой линейной корреляционной 

зависимости между величинами y и x , при условии, что на формирование их 

значений оказывают влияние некоторые другие, неучтенные факторы.  

 

Для расчета парного коэффициента корреляции можно воспользоваться 

также следующими формулами: 

1) 
ss

xyxy
r

yx

xy 


  , 

где xy  - средняя арифметическая произведения двух величин 

 



n

i
ii xy

n
xy

1

1
 ; 

2) 

  

   












n

i
i

n

i
i

n

i
ii

xy

yyxx

yyxx
r

1

2

1

2

1  . 

Коэффициент корреляции принимает значение от -1 до +1. Положительное 

значение коэффициента свидетельствует о наличии прямой связи, отрицательное - 

обратной. Если rxy = ±1, корреляционная связь представляется линейной 

функциональной зависимостью. При rxy = 0 линейная корреляционная связь 

отсутствует. 

 

Качественные характеристики связи 

Значение 

коэффициента 

корреляции |ryx| 

Характер линейной 

корреляционной связи 

между признаками y и x 

0 - 0,2 Практически отсутствует 

0,2 - 0,5 Слабая 

0,5 - 0,7 Средняя (умеренная) 

0,7 - 0,95 Сильная (тесная) 

0,95 - 1 Практически функциональная 
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Основные свойства парного коэффициента корреляции 

1. Если величины x и y независимы, то rxy = 0; 

2. rxy = ryx ; 

3. - 1 ≤ rxy ≤ 1 ; 

4. При rxy > 0 величины x и y одновременно возрастают (прямая 

зависимость). При rxy < 0 с возрастанием величины x (y) величина y (x) убывает 

(обратная зависимость); 

5. Из равенства rxy = 0 не следует независимость величин x и y , отрицается 

лишь их линейная корреляционная зависимость (может существовать нелинейная 

зависимость); 

6. Значения rxy = - 1, rxy = 1 соответствуют практически функциональной 

линейной связи между величинами x и y . 

Коэффициенты корреляции как статистические величины необходимо 

оценить на достоверность. Это объясняется тем, что любая совокупность 

наблюдений представляет собой некоторую выборку, следовательно, значение 

любого показателя, вычисленное на основе выборки, не может рассматриваться как 

истинное, а является только более или менее точной его оценкой. В связи с этим 

возникает необходимость проверки существенности (статистической 

значимости) показателей. 

 

Оценка статистической значимости коэффициента корреляции 

Для оценки значимости коэффициента корреляции используют t-критерий 

Стьюдента, который применяется при t-распределении, отличном от 

нормального, но приближающемся к нормальному при n > 30.  

При этом выдвигается нулевая гипотеза Н0: rxy = 0, т.е. коэффициент 

корреляции предполагается статистически незначимым, случайно отклоняющимся 

от 0, при конкурирующей гипотезе Н1: rxy ≠ 0 (коэффициент корреляции 

неслучайно отличается от нуля). Находится расчетное значение (статистика) 

критерия  

 

12
1




 mn
r

r
t

xy

xy

расч
 , 

где m – число факторных (объясняющих) признаков, включенных в модель 

которое сравнивается с табличным (критическим) значением tтабл , найденным по 

таблице односторонних критических значений распределения Стъюдента по 

уровню значимости α (вероятность отвергнуть гипотезу Н0, при условии что она 

верна) и числу степеней свободы df = n - m - 1. В экономических расчетах значение 

α обычно принимается равным 0,05 или 0,01. 
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Если |tрасч| > tтабл , то гипотеза Н0 отвергается с вероятность ошибки α , т.е. 

коэффициент корреляции признается статистически значимым. Если 

|tрасч| < tтабл , то гипотеза Н0 принимается, коэффициент корреляции считается 

незначимым, случайно отличающимся от нуля.  

Для значимого коэффициента парной корреляции находится его 

интервальная оценка, в качестве которой служит доверительный интервал, 

определенный с надежностью (вероятностью) γ = 1 - α : 

tmrrtmr таблrxyтаблrxy
  

или 

 tmrtmr таблrxyтаблrxy
 ;  . 

Здесь tтабл - значение, найденное по таблице двусторонних критических точек 

распределения Стъюдента по уровню значимости α/2 и числу степеней свободы 

df = n - m - 1; mr - стандартная ошибка коэффициента корреляции 

1
1

2






mn
r

m
xy

r
 .  

С вероятностью γ доверительный интервал покрывает истинное значение 

коэффициента корреляции r. Если границы доверительного интервала имеют 

разные знаки, rxy статистически незначим. 

4. Частная корреляция 

Частные коэффициенты корреляции рассчитываются в случае, когда 

необходимо исследовать взаимозависимость трех и более признаков. 

Частный коэффициент корреляции характеризует тесноту связи между 

двумя признаками из совокупности признаков при условии, что все связи этих 

признаков с другими признаками элиминированы, т.е. закреплены на условно-

постоянном (среднем) уровне. 

Пусть имеются три признака x, y, z, для каждого из которых зафиксированы 

n значений. Для них вычислены парные коэффициенты корреляции, которые 

записаны в виде таблицы. Такая таблица называется корреляционной матрицей.  

Корреляционная матрица 

 x y z 

x 1 rxy rxz 

y ryx 1 ryz 

z rzx rzx 1 

Корреляционная матрица обладает свойством симметричности относительно 

главной диагонали, т.е. rxy = ryx . Элементы, стоящие на главной диагонали матрицы 

равны единице, поскольку rxx = ryy = rzz = 1 . 

Частный коэффициент корреляции между x и y, при фиксированном z (при 

исключении влияния z) находится по формуле  

 

  rr

rrr
r

yzxz

yzxzxy

z/xy 22
11 


  , 
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и обладает всеми свойствами парного коэффициента корреляции. Знак частного 

коэффициента корреляции zxyr /  совпадает со знаком соответствующего парного 

коэффициента корреляции rxy . Он характеризует взаимосвязь факторных 

признаков при устранении влияния результативного признака: 

Частные коэффициенты корреляции между y и z, при фиксированном x; 

между z и x, при фиксированном y определяются по формулам 

  rr

rrr
r

zxyx

zxyxyz

x/yz 22
11 


  , 

  rr

rrr
r

xyzy

xyzyzx

y/zx 22
11 


  . 

Формулы для вычисления частных коэффициентов корреляции для более 

чем трех переменных на основе корреляционной матрицы сложны и трудоемки. 

Для их расчета на практике используют пакеты прикладных программ (ППП). 

 

Замечание 

Если парный коэффициент корреляции между двумя случайными 

величинами оказался больше частного коэффициента между теми же случайными 

величинами, то третья фиксированная величина усиливает взаимосвязь между 

изучаемыми величинами, т.е. более высокое значение парного коэффициента 

обусловлено присутствием третьей величины.  

Более низкое значение парного коэффициента корреляции в сравнении с 

соответствующими частными свидетельствует об ослаблении связи между 

изучаемыми величинами действием фиксируемой величины. 

 

Частный коэффициент корреляции изменяется в пределах от -1 до +1. Если 

частный коэффициент корреляции равен ±1, то линейная связь между двумя 

величинами функциональная, а равенство нулю свидетельствует о линейной 

независимости этих величин. 

Частные коэффициенты корреляции как статистические величины 

необходимо проверять на достоверность.  

Проверка статистической значимости частных коэффициентов 

корреляции проводится аналогично проверке значимости парного коэффициента 

корреляции с помощью t-критерия Стьюдента. Расчетное значение критерия, 

найденное по формуле 

12

/

/

1



 mn

r

r
t

zxy

zxy

расч
, 

сравнивается с табличным значением tтабл , найденным по таблице односторонних 

критических значений распределения Стъюдента по уровню значимости α и числу 

степеней свободы df = n - m - 1.  

Если |tрасч| > tтабл , то коэффициент частной корреляции zxyr /  признается 

статистически значимым.  
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Частные коэффициенты детерминации 

Частные коэффициенты детерминации находятся как квадраты частных 

коэффициентов корреляции: 

 2
/

2

/ rR zxyzxy
  , 

 2
/

2

/ rR xyzxyz
  , 

 2
/

2

/ rR yxzyxz
  . 

Частный коэффициент детерминации показывает долю вариации 

признака под действием одного из признаков при неизменном значении третьего 

признака. 

 

5. Множественная корреляция 

Коэффициент множественной корреляции рассчитывается в случае, когда 

исследуется взаимосвязь трех и более признаков. Для трех признаков x, y, z 

коэффициент множественной корреляции между величиной z и парой величин x, y 

вычисляется на основе корреляционной матрицы. 

Формула определения коэффициента множественной корреляции 

r

rrrrr
rR

xy

zyzxxyzyzx

xyzz 2

22

/
1

2




  . 

Коэффициенты множественной корреляции Rx, Ry определяются аналогично: 

r

rrrrr
rR

zy

zyzxxyxyxz

zyxx 2

22

/
1

2




  ; 

r

rrrrr
rR

xz

zyzxxyyzyx

xzyy 2

22

/
1

2




  . 

Коэффициент множественной корреляции является мерой линейной 

связи между одним признаком и двумя остальными.  

Коэффициент множественной корреляции принимает значения от 0 до 1. 

При Rz = 1 связь между величинами z и парой x, y является функциональной, 

линейной. При Rz = 0 величина z не зависит от пары x, y . Теснота связи между 

признаками устанавливается по величине коэффициента множественной 

корреляции. 

Качественные характеристики связи 

Значение 

коэффициента 

множественной 

корреляции Rz 

Характер линейной 

корреляционной связи 

между признаком z и 

парой x, y 

0 - 0,1 Слабая 

0,1 - 0,5 Cредняя (умеренная) 

0,5 – 1 Сильная (тесная) 
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Для коэффициента множественной корреляции справедливы следующие 

неравенства 

rR zxz
  , rR zyz

  , 

rR yzxz /
  , rR xzyz /

  . 

Из них следует, что коэффициент множественной корреляции может только 

увеличиться, если в модель включать дополнительные признаки, и не увеличиться, 

если из имеющегося набора признаков производить исключение. 

Коэффициент множественной корреляции R для произвольного числа 

признаков х1, х2,…, хm (m > 3) находятся по рекурентным формулам, что требует 

большого опыта вычислений. Для них справедливы все изложенные выше свойства 

и выводы. Для расчетов обычно применяют ППП.  

Проверка статистической значимости коэффициента множественной 

корреляции 

Проверка статистической значимости коэффициента множественной 

корреляции производится с помощью F-критерия Фишера. Выдвигается гипотеза 

Н0: Rz = 0, т.е. коэффициент множественной корреляции случайно отличается от 0 

(статистически незначим), при конкурирующей гипотезе Н1: Rz ≠ 0, т.е. 

коэффициент множественной корреляции неслучайно отличается от 0 

(статистически значим). Находится расчетное значение (статистика) критерия  

m
mn

R
R

F
z

z

расч

1

2

2

1





  , 

где n - объем выборки, m - число независимых (факторных) переменных. 

Значение Fрасч сравнивается с табличным (критическим) значением Fтабл , 

найденным по таблице критических значений распределения Фишера-Снедекора 

(F-распределения) по уровню значимости α и двум числам степеней свободы 

df1 = m и df2 = n - m - 1 . 

Если Fрасч > Fтабл , то гипотеза Н0 отвергается с вероятность ошибки α , т.е. 

коэффициент множественной корреляции признается статистически значимым. В 

противном случае (Fрасч < Fтабл) R статистически незначим. 

Интервальная оценка (доверительный интервал) коэффициента 

множественной корреляции R находится с помощью z-преобразования Фишера 

      RR
R

R
Rz 












 11

2

1

1

1

2

1
lnlnln  . 

Функция z нечетная, т.е. 

   RzRz   . 

Предварительно устанавливается интервальная оценка для z в виде 

3

1

3

1





 

mnmn
tzztz 

 ,  

где m - порядок коэффициента корреляции (число факторных признаков, т.е. 

независимых переменных); n - объем выборки, γ - вероятность выполнения 

неравенства; tγ вычисляется по таблице значений интегральной функции Лапласа 

из условия 
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  
tФ .  

Значение z' определяется по таблице z-преобразования по найденному 

значению R . Обратный переход от z к R осуществляется также по таблице 

z-преобразования, после использования которой получают интервальную оценку R 

с надежностью γ = 1 - α : 

RRR maxmin
  . 

6. Коэффициент детерминации 
На основе коэффициента корреляции рассчитывается коэффициент 

детерминации R2 . 

В случае парной корреляции 

 

 22

rR yx
  . 

 

Коэффициент детерминации оценивает долю вариации признака y , 

обусловленную изменением значений признака x. Чем ближе значение R2 к 

единице, тем больше признак x участвует в формировании значений y. 

В случае множественной корреляции 

 22

RR   . 

Коэффициент детерминации оценивает долю вариации зависимого 

признака y , обусловленную изменением значений признаков  х1, х2,…, хm. Чем 

ближе значение R2 к единице, тем большее признаки х1, х2,…, хm участвуют в 

формировании значений y. 

Для большого числа переменных коэффициент детерминации 

рассчитывается  с помощью корреляционной матрицы 
Корреляционная матрица 

 y x1 x2 … xm 

y  1 ryx1 ryx2 … ryxm 

x1 rx1y 1 rx1x2 … rx1xm 

x2 rx2y rx2x1 1 … rx2xm 

… … … … … … 

xm rxmy rxmx1 rxmx2 … 1 

По формуле 






y

R 1
2

, 

где ∆ - определитель корреляционной матрицы, ∆y - определитель матрицы 

межфакторных корреляций (корреляций между независимыми переменными) 

(матрица выделена заливкой). 

На практике при большом числе переменных сначала вычисляют 

коэффициент детерминации, а затем - коэффициент множественной корреляции по 

формуле 

RR
2

  . 
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Проверка статистической значимости коэффициента детерминации (как 

в случае парной, так и множественной корреляции) производится с помощью F-

критерия Фишера аналогично проверке статистической значимости коэффициента 

множественной корреляции. 

Выдвигается гипотеза Н0: R2 = 0, т.е. множественный коэффициент 

детерминации случайно отличается от 0 (статистически незначим), при 

конкурирующей гипотезе Н1: R2 ≠ 0, т.е. множественный коэффициент 

детерминации неслучайно отличается от 0 (статистически значим). Находится 

расчетное значение (статистика) критерия  

m
mn

R

R
F расч

1

2

2

1





  ,  

где n - объем выборки, m - число независимых переменных. 

Значение Fрасч сравнивается с табличным (критическим) значением Fтабл , 

найденным по таблице критических значений распределения Фишера-Снедекора 

(F-распределения) по уровню значимости α и двум числам степеней свободы 

df1 = m и df2 = n - m - 1 . 

Если Fрасч > Fтабл , то гипотеза Н0 отвергается с вероятность ошибки α , т.е. 

коэффициент детерминации признается статистически значимым. В противном 

случае (Fрасч < Fтабл) R2  статистически незначим. 

Статистическая значимость коэффициента множественной корреляции 

совпадает со статистической значимостью коэффициента детерминации. 

 

Замечание  

Наиболее достоверные результаты в корреляционном анализе можно 

получить, когда число объектов наблюдения, т.е. объем выборки (n), превышает 

число анализируемых признаков в 6÷8 раз. 
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Тема 3. ПАРНАЯ ЛИНЕЙНАЯ РЕГРЕССИЯ 

Содержание 

1. Понятие регрессионного анализа 

2. Уравнение парной линейной регрессии. Оценка параметров 

3. Показатели тесноты связи 

4. Оценка качества уравнения парной линейной регрессии 

5. Анализ остатков 

6. Практические приложения регрессионных моделей 

 

1. Понятие регрессионного анализа 

Среди многих форм связей между признаками важнейшую роль играет 

причинная, определяющая все другие формы. Сущность причинности состоит в 

порождении одного явления другим. В любой конкретной связи одни признаки 

выступают в качестве факторов, воздействующих на другие и обусловливающие их 

изменение, другие - в качестве результатов действия этих факторов. Иными 

словами, одни представляют собой причину, другие - следствие. Признаки, 

характеризующие следствие, называются результативными (зависимыми, 

объясняемыми переменными, у), признаки, характеризующие причины - 

факторными (независимыми, объясняющими переменными, х). 

 

После выявления с помощью корреляционного анализа наличия 

статистически значимых связей между признаками и оценки степени тесноты их 

связи обычно переходят к математическому описанию конкретного вида 

зависимостей с использованием регрессионного анализа.  

 

Регрессионным анализом называется метод статистического анализа 

зависимости случайной величины y от переменных xj (j = 1, 2,…, m), 

рассматриваемых как неслучайные величины, независимо от истинного закона 

распределения y.  

 

Функция f (х1, х2,…, хm), описывающая зависимость условного среднего 

значения y~  результативного признака y от заданных значений объясняющих 

переменных х1, х2,…, хm , называется функцией регрессии. Для точного описания 

уравнения регрессии необходимо знать условный закон распределения y.  

Доказано, что если многомерная случайная величина (y, х1, х2,…, хm) 

подчиняется (m + 1)-мерному нормальному закону распределения, то уравнение 

регрессии переменной y имеет линейный вид по объясняющим переменным 

х1, х2,…, хm.  

На практике получить информацию о законе распределения обычно не 

удается, поэтому ограничиваются поиском подходящих аппроксимаций 

(аналитических выражений) для функции f (х1, х2,…, хm), основанных на исходных 

статистических данных. 

 



22 
 

В общем случае модель регрессионного анализа (эконометрическая модель) 

имеет вид 

   xxxfy m
,...,,

21
  

 yy ˆ  ,  

где  xxxfy m
,...,,

21
ˆ   - уравнение регрессии, ε - остаток (отклонение).  

 

Теоретическая обоснованность моделей 

Теоретическая обоснованность регрессионных моделей обеспечивается 

соблюдением определенных условий. 

Условия теоретической обоснованности моделей 

1 2 3 

Все признаки и их совместные 

распределения должны 

починяться нормальному 

закону распределения 

Дисперсия моделируемого 

признака должна все время 

оставаться постоянной при 

изменении величины и 

значений факторных 

признаков 

Отдельные наблюдения 

должны быть независимыми, 

т.е. результаты, полученные в 

i-м наблюдении, не должны 

быть связаны с предыдущими 

и содержать информацию о 

последующих наблюдениях, а 

также влиять на них 

 

Сущность регрессионного анализа 

Регрессионный анализ заключается в определении аналитической формы 

связи (уравнения регрессии), в которой изменение результативного признака 

обусловлено влиянием одного или нескольких факторных (объясняющих) 

признаков, а множество всех прочих факторов, также оказывающих влияние на 

результативный признак, принимается за постоянные и средние значения и 

учитывается в остатках (ε) . 

Основная цель регрессионного анализа - построение модели зависимости 

результативного признака от факторных признаков, а также определение степени 

воздействия факторных признаков на результативный. 

Основной предпосылкой регрессионного анализа является то, что только 

результативный признак подчиняется нормальному закону распределения, а 

факторные признаки - произвольному закону распределения. При этом в 

регрессионном анализе заранее подразумевается наличие причинно-следственных 

связей между результативным и факторными признаками. 

Теоретические положения и расчеты регрессионного анализа неразрывно 

связаны с корреляционным анализом. Поэтому часто его называют 

корреляционно-регрессионным. 

Корреляционно-регрессионный анализ проводится поэтапно в определенной 

логической последовательности. 

 

 



23 
 

Этапы проведения комплексного корреляционно-регрессионного анализа 

1. Предварительный анализ явлений и выявление причин возникновения 

взаимосвязей между признаками, характеризующими эти явления. 

2. Разделение признаков на факторные и результативные, выбор наиболее 

существенных признаков для их исследования на предмет включения в 

корреляционно-регрессионные модели. 

3. Построение матрицы коэффициентов парной корреляции и оценка 

возможных вариантов группировки признаков корреляционно-регрессионных 

моделей. 

4. Предварительная оценка формы уравнения регрессии. 

5. Построение уравнения регрессии, вычисление коэффициентов регрессии и 

их смысловая интерпретация. 

6. Расчет теоретически ожидаемых (воспроизведенных по уравнению 

регрессии) значений результативного признака. 

7. Определение и сравнительный анализ дисперсий: общей, факторной и 

остаточной; оценка тесноты связи между признаками, включенными в 

регрессионную модель. 

8. Общая оценка качества модели, отсев несущественных (или включение 

дополнительных) факторов, построение модели, т.е. повторение п. 1-7. 

9. Статистическая оценка достоверности параметров уравнения регрессии, 

построение доверительных границ для теоретически ожидаемых по уравнению 

регрессии значений функции. 

10. Практические выводы из анализа. 

Этапы 2, 3, 4 называются спецификацией модели. 

 

2. Уравнение парной линейной регрессии. Оценка параметров 

Форма связи ),...,,( 21 mxxxf  может быть выражена как линейной функцией 

(уравнение прямой), так и нелинейными функциями (полиномы разных порядков, 

гипербола, степенная функция и др.). 

Уравнение регрессии выражается функцией 

Парная регрессия Множественная регрессия 

)(ˆ xfy   ),...,,(ˆ
21 mxxxfy  , 

где m - число факторных признаков 

Характеризует связь между двумя 

признаками: результативным и 

факторным 

Характеризует связь между 

результативным признаком и двумя 

и более факторными признаками 

Подбор функции ),...,,( 21 mxxxf  для выражения формы связи между 

признаками проходит несколько этапов: графический, логический, экономический, 

а также математическую проверку близости эмпирических данных к 

теоретическим. 
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Часто для выражения формы регрессионной связи подходит одновременно 

несколько функций, поэтому желательно дать окончательное обоснование выбора 

функции для выражения формы связи на альтернативной основе. 

Наиболее разработанной в эконометрике и наиболее простой с точки зрения 

понимания, интерпретации и техники расчетов является линейная форма 

регрессии, рассматривающая влияние вариации переменной х (m = 1) на 

переменную у и представляющая собой однофакторный регрессионный анализ. 

Уравнение парной линейной регрессии 

xbby 
10

ˆ , 

где b0, b1 – параметры уравнения 

Содержание параметров уравнения парной линейной регрессии 

Параметр Содержание параметра 

b0 Свободный член регрессионного уравнения. Не имеет 

экономического смысла и показывает значение 

результативного признака у, если факторный признак х = 

0 

b1 Коэффициент регрессии показывает, на какую величину 

в среднем изменится результативный признак у, если 

переменную х увеличить на единицу измерения. Знак при 

коэффициенте регрессии показывает направление связи: 

при b1 > 0 - связь прямая; при b1 < 0 - связь обратная 

Нахождение значений параметров b0, b1 производится на основе 

совокупности наблюдений (выборки, матрицы наблюдений). Для разных выборок 

(даже одного объема) из генеральной совокупности будут найдены разные 

значения b0, b1 . Поэтому их рассматривают как приближенные значения (оценки) 

истинных параметров регрессионного уравнения. Сама процедура нахождения 

приближенных значений также называется оценкой параметров. 

Для получения оценок параметров линейного регрессионного уравнения 

можно использовать метод наибольшего правдоподобия, метод наименьших 

модулей, метод минимакса и др., однако, согласно теореме Гаусса-Маркова, 

наилучшие результаты дает метод наименьших квадратов (МНК). 

 

Требования теоремы Гаусса-Маркова 

А - «истинная» зависимость y от х имеет вид 

  xy
10

; 

B - х - неслучайна переменная (детерминированная); 

С - столбцы матрицы наблюдений, с добавлением единичного столбца, 

линейно независимы (ранг матрицы равен 2); 

D - остатки ε имеют нулевое математическое ожидание  

  0 iM  
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и постоянную дисперсию σε
2, не зависящую от номера наблюдения (свойство 

гомоскедастичности), т.е. 

  constD i
 

2
; 

E - для разных наблюдений остатки ε некоррелированы (независимы), т.е. 

выполняется условие 

  0cov ,  li
 , при i ≠ l,     i, l = 1, 2,…, n . 

Часто вместо D добавляют условие 

F - остатки ε подчиняются нормальному закону распределения. 

Теорема Гаусса-Маркова 

В предположениях А - Е оценки, полученные методом наименьших 

квадратов, являются несмещенными и обладают наименьшей дисперсией среди 

всех линейных несмещенных оценок параметров β0 , β1 . 

Сущность метода наименьших квадратов 

Отыскиваются такие значения параметров, при которых сумма квадратов 

отклонений фактических значений результативного признака yi от вычисленных по 

уравнению регрессии iŷ , будет наименьшей из всех возможных: 

    minˆ
1

2

10
1

2

 


n

i
ii

n

i
ii xbbyyy . 

Путем преобразований требование минимума суммы квадратов отклонений 

сводится к системе нормальных уравнений. 

Система нормальных уравнений для нахождения параметров 

парной линейной регрессии 
























n

i
ii

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

yxxbxb

yxbnb

11

2

1
1

0

11
10

 

 

Формулы для определения значения параметров 

парной линейной регрессии 

2

11

2

1 11

1
1

1

















 



 

n

i
i

n

i
i

n

i

n

i
ii

n

i
ii

x
n

x

yx
n

yx
b  ,                          xbyb 10

  

После нахождения параметров можно записать парную регрессионную 

модель. 
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Модель парной линейной регрессии 

 xbby 10
 или  

 iii xbby 
10

 (i = 1, 2,…, n) 

После построения регрессионной модели необходимо провести оценку ее 

качества, которая заключается в проверке уравнения регрессии и в анализе 

остатков. 

Построенное уравнение парной линейной регрессии графически 

изображается прямой линией. На рисунке наблюдения изображены точками. 

Совокупность точек называется корреляционным полем (диаграммой 

рассеивания) (см. рис. 1). Точки корреляционного поля не лежат на линии 

регрессии, т.е. исходные данные при подстановке в уравнение регрессии не 

обращают его в тождество 

xbby ii


10
. 

Уравнение регрессии справедливо только для средних величин 

xbby 
10

 . 

 

Рис. 1. Прямая линия регрессии на корреляционном поле 

3. Показатели тесноты связи 

Основные величины дисперсионного анализа 

Полная (общая) сумма квадратов (TSS) определяет разброс (дисперсию) 

зависимой переменной относительно ее среднего значения 









 

n

i
iобщ yyS

1

2
2

. 

Общая дисперсия  

1
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
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n
S

D
общ

общ
 . 

Факторная (объясненная) сумма квадратов (RSS) определяет разброс 

значений y
i
ˆ  относительно среднего y , объясненный регрессией, 

0
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







 

n

i
iфакт yyS

1

2
2

ˆ . 

Объясненная (факторная) дисперсия 

1

2

S
D

факт

факт
  . 

Остаточная сума квадратов (ESS), т.е. сумма квадратов остатков 

представляет часть дисперсии y , не объясненную регрессией 

  



n

i
i

n

i
iiост yyS

1

2

1

22

ˆ   . 

Остаточная дисперсия 

2

2




n
S

D
ост

ост
 . 

Здесь iy  - наблюдаемые значения зависимой переменной;  

iŷ  - теоретические значения зависимой переменной, вычисленные по 

уравнению регрессии;  

y  -среднее значение наблюдаемых значений. 

Основное тождество дисперсионного анализа 

SSS остфактобщ

222
  

Построение уравнения парной линейной регрессии дополняется оценкой 

тесноты связи между зависимой и независимой переменными. 

Коэффициент корреляции ryx : 

 
ss

yyxx
r

yx

n

i
ii

xy 








 



1  или   

ss

xyxy
r

yx

xy 


  

служит мерой линейной корреляционно-регресионной зависимости между 

величинами y и x , при условии, что на формирование их значений оказывают 

влияние некоторые другие, неучтенные факторы.  

 

Коэффициент детерминации: 

 

 












n

i
i

n

i
i

yy

yy
R

1

2

1

2

2
ˆ

 , или  
S
S

S

S
R

общ

ост

общ

факт

2

2

2

2

2

1    , или  22

rR xy
  

оценивает долю вариации признака y , обусловленную изменением значений 

признака x. Чем ближе значение R2 к единице, тем больше признак x участвует в 

формировании значений y. 
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4. Оценка качества уравнения парной линейной регрессии 

Регрессионная модель представляет сумму уравнения регрессии и остатков. 

Проверяется качество обоих слагаемых. 

Оценка качества уравнения линейной регрессии состоит из следующих 

этапов. 

1. Оценка математической точности уравнения. Для этого рассчитывается 

средняя относительная ошибка аппроксимации 

%100
1

1

ˆ



 



n

i
i

ii

y

yy

nA  , 

где iy  - фактические значения переменной y , iŷ - теоретические значения y , 

найденные по уравнению регрессии. Для принятия решения о точности уравнения 

можно воспользоваться таблицей 

Значение A , % Точность уравнения 

менее 10 высокая 

10 - 20 хорошая 

20 - 50 удовлетворительная 

более 50 неудовлетворительная 

В случае, когда уравнение имеет неудовлетворительную точность, необходимо 

увеличить объем наблюдений (объем выборки) n, либо взять другое уравнение 

регрессии (нелинейное). 

 

2. Проверка статистической значимости уравнения регрессии в целом с 

помощью F-критерия Фишера.  

Выдвигается гипотеза Н0: уравнение регрессии статистически незначимо, 

при конкурирующей гипотезе Н1: уравнение регрессии статистически значимо. 

Находится расчетное значение (статистика) критерия  

 
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mn

yy

yy
F n
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n
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i
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ˆ
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или 
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факт
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  , 

или 
m
mn

R

R
F расч

1
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2

1





 , 

где y
i
, y

i
ˆ , y - соответственно фактическое (наблюдаемое), теоретическое и 

среднее значение y ; n - объем выборки, m - число параметров уравнения 

регрессии при независимых переменных (в случае парной линейной регрессии 

m = 1), R2 - коэффициент детерминации ( R2 = (r)2 ) . 

Табличное (критическое) значение Fтабл , находится по таблице критических 

значений распределения Фишера-Снедекора (F-распределения) по уровню 

значимости α и двум числам степеней свободы df1 = m и df2 = n - m - 1 . 
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Если Fрасч > Fтабл , то гипотеза Н0 отвергается с вероятность ошибки α , т.е. 

уравнение регрессии признается в целом статистически значимым (адекватно 

описывающим исходные данные).  

В противном случае (Fрасч < Fтабл) уравнение считается незначимым. 

 

3. Проверка статистической значимости оценок параметров b0, b1 с 

помощью t-критерия Стъюдента.  

Критерий Стьдента проверяется 

только для линейного уравнения! 

Выдвигается гипотеза Н0: параметр bj = 0 (j = 0, 1) (статистически незначим, 

случайно отличается от 0), при конкурирующей гипотезе Н1: параметр bj ≠ 0 

(статистически значим, неслучайно отличается от 0). Находится расчетное 

значение критерия  

m
b

t
bj

j

bj
  , 

где средние квадратические ошибки параметров:  
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Теоретическое значение критерия tтабл находится по таблице критических 

значений распределения Стъюдента по уровню значимости α и числу степеней 

свободы df = n - m - 1 .  

Если tbj > tтабл , то гипотеза Н0 отвергается с вероятность ошибки α , т.е. 

оценка коэффициента регрессии bj признается статистически значимой, т.е. не 

является результатом действия внешних случайных факторов. 

В противном случае (tbj < tтабл) - bj статистически незначим. 

 

4. Построение интервальных оценок (доверительных интервалов) 

параметров регрессии в виде 

tmbtmb таблbjjjтаблbjj
    

которые с надежностью (вероятностью) γ = 1 - α покрывают истинные параметры 

βj. Здесь tтабл - значение, найденное по таблице критических точек распределения 

Стъюдента по уровню значимости α/2 и числу степеней свободы df = n - m - 1.  

Если границы некоторого доверительного интервала имеют разные знаки, 

соответствующий параметр уравнения регрессии статистически незначим. 
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Если уравнение регрессии имеет хорошую математическую точность, 

статистически значимо в целом и по всем параметрам, оно признается 

качественным. 

 

5. Анализ остатков 

Согласно эконометрической модели  

 iii
yy  ˆ  

остатки εi находятся как разность между фактическими (наблюдаемыми) и 

теоретическими значениями зависимой переменной 

Формула остатков 

yy
iii
ˆ   

Остатки должны удовлетворять требованиям D, E теоремы Гаусса-Маркова. 

1. Проверка требования D 

D - остатки εi имеют нулевое математическое ожидание  

  0 iM  

и постоянную дисперсию σε
2, не зависящую от номера наблюдения (свойство 

гомоскедастичности), т.е. 

  constD i
 

2
; 

Числовой оценкой математического ожидания является среднее значение. 

Необходимо, чтобы 0 .  

0
1 



n

n

i
i

  . 

Дисперсия остатков εi должна быть одинаковой для всех значений xi 

(свойство гомоскедастичности), т.е. σε
2 = const. 

Если это условие не соблюдается, то имеет место 

гетероскедастичность, при которой разброс точек корреляционного поля 

по вертикале относительно линии регрессии меняется с ростом номера 

наблюдения. При гетероскедастичности оценки коэффициентов уравнения 

регрессии bj (j = 0, 1) будут несмещенными, но неэффективными, вследствие 

чего окажутся завышенными расчетные значения t-критерия, и будут 

сделаны неверные выводы о значимости коэффициентов регрессии. 

Для обнаружения эффекта гетероскедастичности используют тесты Уайта, 

Голдфелда-Квандта, Глейзера и др., но они достаточно трудоемки, и на практике 

наиболее часто применяется графический метод, при котором строится и 
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анализируется график зависимости остатков εi от номера наблюдения i. 

В случае гомоскедастичности точки (остатки) равномерно располагаются 

внутри горизонтальной полосы, симметричной оси абсцисс (см. рис. 2). 

 

Рис. 2. Гомоскедастичность остатков 

В случае гетероскедастичности точки (остатки), начиная с некоторого 

номера наблюдения, устойчиво выходят из горизонтальной полосы, симметричной 

оси абсцисс (см. рис. 3). 

 

Рис. 3. Гетероскедастичность остатков 

2. Проверка требования Е 

 

E - для разных наблюдений остатки εi некоррелированы (независимы) 

Наиболее распространенный метод проверки требования о независимости 

остатков - критерий Дарбина-Уотсона (о наличии в остатках автокорреляции 
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первого порядка), в котором рассчитывается статистика 

 

 













n

i
i

n

i
ii

расчd

1

2

2

2

1




 . 

Если в остатках существует полная положительная автокорреляция, то 

dрасч = 0. Если в остатках полная отрицательная автокорреляция, то dрасч = 4 . Если 

автокорреляция остатков отсутствует, то dрасч = 2 . Таким образом,  

40  d расч
. 

Выдвигается гипотеза Н0 об отсутствии автокорреляции остатков. 

Конкурирующие гипотезы Н1 и Н1
* состоят в наличии в остатках положительной 

или отрицательной автокорреляции. Теоретические значения критерия Дарбина-

Уотсона dU и dL находятся по таблице критических значений по объему выборки n, 

числу степеней свободы df = m (m - число параметров уравнения при объясняющих 

переменных) и уровню значимости α. С помощью критических значений числовой 

промежуток (0; 4) разбивается на пять отрезков. 

Решающее правило принятия или отклонения каждой из гипотез  

Есть 

положительная 

автокорреляция 

остатков. 

Н0 отклоняется, 

принимается Н1 

Зона 

неопреде-

ленности 

Нет 

оснований 

отклонять Н0 

(автокорреляция 

остатков 

отсутствует) 

Зона 

неопреде-

ленности 

Есть 

отрицательная 

автокорреляция 

остатков. 

Н0 отклоняется, 

принимается Н1
* 

0  dL  dU              2            4 - dU      4 - dL 4 

В том случае, когда расчетное значение критерия попадает в зону 

неопределенности, на практике обычно признается наличие автокорреляции в 

остатках.  

Точечная (числовая) оценка дисперсии остатков σε
2 : 

     

2

1

22

ˆ
2

1



 



n

i
ii

yy
n

s  . 

Интервальная оценка дисперсии остатков - доверительный интервал: 

 
 

 
 








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 ,     или     

 
 

 
 


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


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2

2

2

2
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2

2

,,
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который с вероятностью (надежностью) γ = 1 – α покрывает σε
2.  

Здесь χ2 - критические значения распределения Пирсона, найденные по 

таблице по числу степеней свободы df = n - 2 и уровням значимости α1 =1 – α/2 , 

α2 = α/2 . 



33 
 

Если уравнение регрессии признано качественным, а остатки удовлетворяют 

требованиям D, E теоремы Гаусса-Маркова, то регрессионная модель 

считается качественной, т.е. она адекватно описывает исходные данные. 

 

Для получения качественной парной линейной регрессионной модели 

необходима выборка объема не меньше n = (6÷8)×2. 

 

6. Практические приложения регрессионных моделей 

Наиболее часто встречающиеся приложения регрессионной модели - оценка 

влияния объясняющих переменных на результативный признак и построение 

прогноза. 

 

1. Эластичность 

Параметр b1 нельзя использовать для непосредственной оценки влияния 

факторного признака х на результативный признак y из-за различия единиц 

измерения исследуемых показателей. Для этих целей вычисляют средний и 

частные коэффициенты эластичности и бета-коэффициент. 

Формула определения среднего коэффициента эластичности 

y
x

bЭ x


1
 

Средний по совокупности коэффициент эластичности показывает, на 

сколько процентов изменяется y  при изменении x на один процент. 

Средний коэффициент эластичности позволяет выявить общегрупповые 

закономерности.  

Формула определения частного коэффициента эластичности 

xbb
x

bЭ
i

i

xi 


10

1
 . 

Здесь b0 ,b1 – параметры уравнения регрессии, xi - i-е наблюдение независимой 

переменной (i = 1, 2,…, n). 

Частный коэффициент эластичности показывает, на сколько процентов 

изменится yi , если xi увеличится на 1%. 

Частные коэффициенты эластичности позволяют выявить особенности, 

присущие отдельным объектам наблюдения. 

Формула определения бета-коэффициента 

s
s

b
y

x

x 1
  

Бета-коэффициент показывает, на какую часть своего среднего 

квадратического отклонения изменится y  при изменении x  на величину своего 

среднего квадратического отклонения. 
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2. Прогнозирование 

В прогнозных расчетах предсказываемое значение yпр определяется как 

точечный прогноз y
пр
ˆ  путем подстановки в уравнение регрессии соответствующих 

значений хпр. Точечный прогноз дополняется расчетом средней ошибки, а также 

построением интервальной оценки (доверительного интервала). 

Для парного линейного уравнения регрессии  

xbbyy прпрпр


10
ˆ  , 

Формула средней стандартной ошибки прогноза 
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2
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1
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Формула доверительного интервала прогноза 

mtyymty прyтаблпрпрпрyтаблпр ˆˆ
ˆˆ   

Здесь tтабл - критическое значение распределения Стъюдента, найденное по 

уровню значимости α и числу степеней свободы df = n - 2. 

Наибольшая точность прогноза достигается в тех случаях, когда xпр 

находится в центре области наблюдений х , используемых при построении 

уравнения регрессии (незначительно отличается от x ). При удалении xпр от x  

средняя ошибка прогноза растет, а ширина интервальной оценки увеличивается. В 

случае, когда xпр оказывается за пределами области наблюдаемых значений, нельзя 

говорить о надежности прŷ  . 
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Тема 4. МНОЖЕСТВЕННАЯ ЛИНЕЙНАЯ РЕГРЕССИЯ 

Содержание 

1. Множественный корреляционно-регрессионый анализ 

2. Уравнение множественной линейной регрессии. Теорема Гаусса-Маркова 

3. Оценка тесноты множественной линейной корреляционной связи 

4. Оценка качества уравнения множественной линейной регрессии 

5. Анализ остатков 

6. Отбор факторных признаков в модель 

7. Мультиколлинеарность 

8. Практические приложения регрессионной модели 
 

1. Множественный корреляционно-регрессионый анализ 

Экономические явления, как правило, определяются большим числом 

одновременно и совокупно действующих факторов. В связи с этим часто возникает 

задача исследования зависимости переменной y от нескольких объясняющих 

переменных х1, х2,…, хm , т.е. задача построения эконометрической модели 

   xxxfy m
,...,,

21
 , 

где  xxxfy m
,...,,

21
ˆ   - уравнение регрессии, ε - остаток (отклонение), 

которая может быть решена с помощью множественного корреляционно-

регрессионного анализа. 

Функциональные задачи  

множественного корреляционно-регрессионного анализа 

Измерение тесноты связи между признаками  

Отбор факторных признаков в модель 

Установление неизвестных причин связей 

Определение вида уравнения регрессии 

Построение регрессионной модели и оценка ее параметров 

Проверка значимости параметров связи 

Интервальное оценивание параметров связи 

При исследовании зависимости методами множественной регрессии задача 

формулируется так же, как и при использование парной регрессии: требуется 

определить аналитическое выражение формы связи между результативным 

признаком у и факторными признаками х1, х2,…, хm , т.е. найти функцию 

 xxxfy m
,...,,

21
ˆ   , 

где m - число факторных признаков (независимых переменных). 

 

2. Уравнение множественной линейной регрессии. Теорема Гаусса-

Маркова 

Из-за особенностей метода наименьших квадратов во множественной 

регрессии, как и в парной, применяются только линейные уравнения и уравнения, 

приводимые к линейному виду путем преобразования переменных. Причем из-за 
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трудности обоснования формы связи чаще всего используется линейное уравнение. 

Ввиду четкой интерпретации параметров наиболее часто используется 

Уравнение множественной линейной регрессии 

в натуральном масштабе: 

xbxbxbby mm
 ...

22110
ˆ  . 

Параметры b1, b2,…, bm называются коэффициентами регрессии 

(коэффициентами чистой регрессии). 

Содержание параметров уравнения множественной линейной регрессии 

Параметр bj (j = 1, 2,…, m) (коэффициент регрессии) показывает, на сколько 

единиц изменится y  при увеличении независимой переменной xj на единицу 

своего измерения, при неизменном значении других независимых переменных, 

закрепленных на среднем уровне.  

Параметр b0 (свободный член), как правило, не имеет экономического 

смысла, однако если независимые переменные одновременно могут принимать 

нулевое значение, он интерпретируется как начальный (нулевой) уровень значений 

y. 

Нахождение значений параметров b0, b1, b2,…, bm производится на основе 

совокупности наблюдений (выборки, матрицы наблюдений). 

Для получения оценок параметров линейного регрессионного уравнения 

можно использовать метод наибольшего правдоподобия, метод наименьших 

модулей, метод минимакса и др., однако, согласно теореме Гаусса-Маркова, 

наилучшие результаты дает метод наименьших квадратов (МНК). 

Требования теоремы Гаусса-Маркова 

А - «истинная» зависимость y от х1, х2,…, хm имеет вид 

  xxxy mm
...

22110
; 

B - х1, х2,…, хm - неслучайные переменные (детерминированые); 

С - столбцы матрицы наблюдений, с добавлением единичного столбца, 

линейно независимы (ранг матрицы равен m + 1); 

D - остатки ε имеют нулевое математическое ожидание, т.е. 

  0 iM , 

и постоянную дисперсию σε
2, не зависящую от номера наблюдения (свойство 

гомоскедастичности), т.е. 

  constD i
 

2
; 

E - для разных наблюдений остатки ε некоррелированы (независимы), т.е. 

выполняется условие 

  0cov ,  li
 , при i ≠ l,     i, l = 1, 2,…, n . 

Часто вместо D добавляют условие 

F - остатки ε подчиняются нормальному закону распределения. 
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Теорема Гаусса-Маркова 
В предположениях А - Е оценки, полученные методом наименьших 

квадратов, являются несмещенными и обладают наименьшей дисперсией среди 

всех линейных несмещенных оценок параметров βj . 

Сущность метода наименьших квадратов заключается в том, что 

отыскиваются такие значения параметров уравнения регрессии, при которых сумма 

квадратов отклонений фактических значений результативного признака yi от 

вычисленных по уравнению регрессии теоретических значений iŷ , будет 

наименьшей из всех возможных: 

     minˆ
1

2

22110
1

2

...  


n

i
mmi

n

i
ii xbxbxbbyyy . 

Путем преобразований требование минимума суммы квадратов отклонений 

сводится к системе нормальных уравнений. 

В случае двух независимых переменных (m = 2) уравнение множественной 

линейной регрессии имеет вид 

xbxbby 22110
ˆ   . 

Система нормальных уравнений для нахождения параметров 

множественной линейной регрессии (m = 2) 
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Доказано, что данная система совместна и имеет единственное решение. 

Решение системы (значения параметров b0, b1, b2) можно найти с помощью 

метода Крамера или метода Гаусса.  

! 
На практике для нахождения параметров уравнения множественной 

линейной регрессии обычно пользуются всторенным пакетом прикладных 

программ (ППП) MS Excel «Анализ данных - Регрессия». 

После нахождения параметров можно записать регрессионную модель. 

Модель множественной линейной регрессии 

 xbxbxbby mm
...

22110
  

или  

 imimiii xbxbxbby  ...
22110

  (i = 1, 2,…, n) 

Для построенной регрессионной модели необходимо: 

- оценить тесноту множественной линейной регрессионно-корреляционной 

связи; 

- провести оценку качества модели, которая заключается в проверке 

уравнения регрессии и в анализе остатков. 
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3. Оценка тесноты множественной линейной корреляционной связи 
 

Построение уравнения парной линейной регрессии дополняется оценкой 

тесноты связи между зависимой и независимыми переменными. 

Коэффициент детерминации: 
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R
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факт

2

2

2

2

2

1   

оценивает долю вариации признака y , обусловленную изменением значений 

переменных х1, х2,…, хm.  

Коэффициент детерминации принимает значения от 0 до 1. 

Чем ближе значение R2 к единице, тем больше факторы х1, х2,…, хm 

участвует в формировании значений y. 

Коэффициент множественной корреляции 

RR
2

  

служит мерой линейной корреляционно-регресионной зависимости между 

величинами y и х1, х2,…, хm , при условии, что на формирование их значений 

оказывают влияние некоторые другие, неучтенные факторы (см. Тему 2).  

Коэффициент множественной корреляции принимает значения от 0 до 1. 

Теснота связи между признаками устанавливается с помощью таблицы: 

Качественные характеристики множественной корреляционной связи 

Значение 

коэффициента 

множественной 

корреляции R 

Характер линейной 

корреляционной связи 

между признаками y и 

х1, х2,…, хm 

0 - 0,1 Слабая 

0,1 - 0,5 Cредняя (умеренная) 

0,5 – 1 Сильная (тесная) 

 

4. Оценка качества уравнения множественной линейной регрессии 

Регрессионная модель представляет сумму уравнения регрессии и остатков. 

Проверяется качество обоих слагаемых. 

Оценка качества уравнения линейной регрессии состоит из следующих 

этапов. 

1. Оценка математической точности уравнения. Для этого рассчитывается 

средняя относительная ошибка аппроксимации 

%100
1

1

ˆ



 



n

i i

ii

y

yy

n
A  , 

где iy  и iŷ  - соответственно фактические и теоретические значения переменной y . 
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Для принятия решения о точности уравнения можно воспользоваться таблицей 

 

Значение A , % Точность уравнения 

менее 10 высокая 

10 - 20 хорошая 

20 - 50 удовлетворительная 

более 50 неудовлетворительная 

В случае, когда уравнение имеет неудовлетворительную точность, необходимо 

увеличить объем наблюдений (объем выборки) n, скорректировать набор 

объясняющих переменных х1, х2,…, хm, либо взять другое уравнение регрессии 

(нелинейное). 

2. Проверка статистической значимости уравнения регрессии в целом с 

помощью F-критерия Фишера.  

Выдвигается гипотеза Н0: уравнение регрессии статистически незначимо, 

при конкурирующей гипотезе Н1: уравнение регрессии статистически значимо. 

Находится расчетное значение (статистика) критерия  
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где y
i
, y

i
ˆ , y - соответственно фактическое (наблюдаемое), теоретическое и 

среднее значение y ; n - объем выборки, m - число параметров уравнения 

регрессии при независимых переменных, R2 - коэффициент детерминации. 

Табличное (критическое) значение Fтабл , находится по таблице 

критических значений распределения Фишера-Снедекора (F-распределения) по 

уровню значимости α и двум числам степеней свободы df1 = m и df2 = n - m - 1 . 

Если Fрасч > Fтабл , то гипотеза Н0 отвергается с вероятность ошибки α , т.е. 

уравнение регрессии признается в целом статистически значимым (адекватно 

описывающим исходные данные).  

В противном случае (Fрасч < Fтабл) уравнение считается незначимым. 

 

3. Проверка статистической значимости оценок параметров b0, 

b1, b2,…, bm с помощью t-критерия Стъюдента.  
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! Критерий Стьюдента проверяется только для линейного уравнения 

 

Выдвигается гипотеза Н0: параметр bj = 0 (j = 0, 1, 2,…, m) (статистически 

незначим, случайно отличается от 0), при конкурирующей гипотезе Н1: параметр 

bj ≠ 0 (статистически значим, неслучайно отличается от 0). Находятся расчетные 

значения критерия  

aS

b
t

j

j

bj



  , 

где Sε - стандартное (среднее квадратическое) отклонение (ошибка) уравнения 

регрессии, определяется по формуле  
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аj - диагональные элементы матрицы (Х'Х)-1   

Х – матрица значений независимых переменных х1, х2,…, хm , размерность 

матрицы равна n × (m+1) . Первый столбец матрицы является единичным.  
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Х' - транспонированная матрица Х , 
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(Х'Х)-1 - обратная матрица.  

 

Теоретическое значение критерия tтабл находится по таблице критических 

значений распределения Стъюдента по уровню значимости α и числу степеней 

свободы df = n - m - 1 .  

Если tbj > tтабл , то гипотеза Н0 отвергается с вероятность ошибки α , т.е. 

оценка коэффициента регрессии bj признается статистически значимой, т.е. не 

является результатом действия внешних случайных факторов. 

В противном случае (tbj < tтабл) - незначимой. 

Если статистическая значимость коэффициента регрессии bj не 

подтверждается, то следует вывод о несущественности в модели факторного 
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признака хj и необходимости его устранения из модели или замены на другой 

факторный признак. 

 

4. Построение интервальных оценок (доверительных интервалов) 

параметров регрессии. 

 

Интервальные оценки параметров регрессии 

tmbtmb таблbjjjтаблbjj
              ( j = 0, 1, 2,…, m ) 

которые с надежностью (вероятностью) γ = 1 - α покрывают истинные параметры 

βj. Если границы некоторого доверительного интервала имеют разные знаки, 

соответствующий параметр уравнения регрессии статистически незначим. 

Здесь tтабл - значение, найденное по таблице критических точек распределения 

Стьюдента по уровню значимости α/2 и числу степеней свободы df = n - m - 1, mbj - 

стандартные ошибки коэффициентов регрессии.  

В случае уравнения регрессии с двумя независимыми переменными (m = 2) 

xbxbby 22110
ˆ    mbj находятся по формулам: 
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В случае большего числа факторов эти формулы более громоздки и 

трудоемки. 

 

! 
На практике стандартные ошибки коэффициентов регрессии и 

расчетные значения критерия Стьюдента находятся с помощью 

пакета  

MS Excel «Анализ данных – Регрессия» 

 

Если уравнение регрессии имеет хорошую математическую точность, 

статистически значимо в целом и по отдельным параметрам, оно признается 

качественным. 

 

5. Анализ остатков 

Согласно эконометрической модели  
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
iii

yy ˆ  

остатки εi находятся как разность между фактическими (наблюдаемыми) и 

теоретическими значениями зависимой переменной 

 

 

Формула остатков 

yy
iii
ˆ   

Остатки должны удовлетворять требованиям D, E теоремы Гаусса-Маркова. 

1. Проверка требования D 

D - остатки εi имеют нулевое математическое ожидание  

  0 iM  

и постоянную дисперсию σε
2, не зависящую от номера наблюдения (свойство 

гомоскедастичности), т.е. 

  constD i
 

2
; 

Числовой оценкой математического ожидания является среднее значение. 

Необходимо, чтобы 0 .  

0
1 



n

n

i
i

  . 

Дисперсия остатков εi должна быть одинаковой для всех значений xi 

(свойство гомоскедастичности), т.е. σε
2 = const. 

Если это условие не соблюдается, то имеет место гетероскедастичность. 

При гетероскедастичности оценки коэффициентов уравнения регрессии bj 

(j = 0, 1,…, m) будут несмещенными, но неэффективными, вследствие чего 

окажутся завышенными расчетные значения t-критерия, и будут сделаны неверные 

выводы о значимости коэффициентов регрессии. 

Для обнаружения эффекта гетероскедастичности используют тесты Уайта, 

Голдфелда-Квандта, Глейзера и др., но на практике наиболее часто применяется 

графический метод, при котором строится и анализируется график зависимости 

остатков εi от номера наблюдения i (см. Тему 3). 

2. Проверка требования Е 

E - для разных наблюдений остатки εi некоррелированы (независимы) 

Наиболее распространенный метод проверки требования о независимости 

остатков - критерий Дарбина-Уотсона (о наличии в остатках автокорреляции 

первого порядка), в котором рассчитывается статистика 
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Если в остатках существует полная положительная автокорреляция, то 

dрасч = 0. Если в остатках полная отрицательная автокорреляция, то dрасч = 4 . Если 

автокорреляция остатков отсутствует, то dрасч = 2 . Таким образом,  

40  d расч
. 

Выдвигается гипотеза Н0 об отсутствии автокорреляции остатков. 

Конкурирующие гипотезы Н1 и Н1
* состоят в наличии в остатках положительной 

или отрицательной автокорреляции. Теоретические значения критерия Дарбина-

Уотсона dU и dL находятся по таблице критических значений по объему выборки n, 

числу степеней свободы df = m (m - число параметров уравнения при объясняющих 

переменных) и уровню значимости α. С помощью критических значений числовой 

промежуток (0; 4) разбивается на пять отрезков. 

Решающее правило принятия или отклонения с вероятностью (1 – α) 

каждой из гипотез  
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0  dL  dU              2           4 - dU        4 - dL 4 

В том случае, когда расчетное значение критерия попадает в зону 

неопределенности, на практике обычно признается наличие автокорреляции в 

остатках.  

Точечная (числовая) оценка дисперсии остатков σε
2  
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Интервальная оценка дисперсии остатков - доверительный интервал, 
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который с вероятностью (надежностью) γ = 1 – α покрывает σε
2.  

Здесь χ2 - критические значения распределения Пирсона, найденные по 

таблице по числу степеней свободы df = n - m - 1 и уровням значимости α1 = α/2 и 

α2 =1 -α/2 . 

Если уравнение регрессии признано качественным, а остатки удовлетворяют 

требованиям D, E теоремы Гаусса-Маркова, то регрессионная модель 

считается качественной, т.е. она адекватно описывает исходные данные. 

 

! 
Для получения качественной множественной линейной регрессионной 

модели с m факторами необходима выборка объема не менее 

n = (6÷8)×(m+1). 

6. Отбор факторных признаков в модель 

Формирование оптимального набора объясняющих переменных - важное 

условие построения качественной регрессионной модели. Доказано, что для 

получения статистически значимого значения одного коэффициента уравнения 

регрессии необходимо, как минимум 6÷8 наблюдений. Если уравнение строится по 

m объясняющим переменным, для его статистической значимости  необходима 

выборка объема n = (6÷8)×m . На практике не всегда возможно получить выборку 

большого объема. Поэтому модель должна содержать как можно меньше 

независимых переменных, оптимальных с точки зрения их влияния на 

формирование значений y и объяснения сущности исследуемого процесса. При 

этом необходимо помнить, что ошибки спецификации могут не только значительно 

ухудшить качество модели, но и сделать ее ошибочной, неадекватно описывающей 

моделируемый экономический процесс. 

 

Наиболее важные и часто встречающиеся ошибки спецификации 

Неверный выбор вида уравнения регрессии. 

Неправомерное исключение объясняющих переменных, приводящее к 

нарушению свойства несмещенности оценок коэффициентов регрессии. 

Неправомерное включение объясняющих переменных, приводящее к 

мультиколлинеарности переменных и неразрешимости системы нормальных 

уравнений метода наименьших квадратов. 

С формальной точки зрения, объясняющие переменные в эконометрической 

модели должны быть сильно коррелированны с зависимой переменной; быть слабо 

коррелированны между собой; быть сильно коррелированны с представляемыми 

ими другими переменными, не используемыми в качестве объясняющих, т.е. 

хорошо представлять те переменные, которые не были включены в модель. 

Отбор факторов проводится на основе качественного и количественного 

анализа социально-экономических явлений с использованием статистических и 

математических критериев. Проводят три стадии отбора факторов. 
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Стадии отбора факторов в модель множественной регрессии 

1. Предварительное определение перечня факторов исходя из экономической 

сущности решаемой проблемы, оказывающих влияние на переменную у. 

2. Сравнительная оценка и отсев факторов. 

3. Окончательный отбор факторов в процессе построения разных вариантов 

моделей и оценки значимости их параметров. 

Требования к объясняющим переменным включаемым в модель. 

1. Переменные х1, х2,…, хm , должны быть количественно измеримы. Если 

необходимо включение неколичественных данных, они должны быть оцифрованы. 

2. Переменные должны иметь высокую вариабельность (иметь достаточно 

большой разброс значений). В качестве меры вариабельности переменной xj 

(j = 1, 2,…, m) используется коэффициент вариации 

x

s
v

j

xj

j
  , 

где x j
, sxj

 -среднее значение и среднеквадратическое отклонение переменной xj. 

Принять решение о степени вариабельности переменной можно с помощью 

таблицы, либо с помощью экспертного задания некоторого критического значения 

коэффициента вариации v*, например v* = 0,2. Переменные, удовлетворяющие 

неравенству vv j
*

  , признаются квазинеизменными (условно неизменными) и 

исключаются из множества потенциальных объясняющих переменных, поскольку 

не несут значимой информации. 

Значение 

коэффициента 

вариации v 

Характер 

распределения 

переменной 

0 - 0,2 весьма равномерный 

0,2 - 0,4 равномерный 

0,4 - 1 неравномерный 

1 - 1,5 весьма неравномерный 

более 1,5 крайне неравномерный 

3. Переменные должны объяснять вариацию (изменчивость) зависимой 

переменной y. Вклад независимых переменных в формирование значений y 

оценивается с помощью коэффициента детерминации R2 (см. Тему 2). Чем ближе 

значение R2 к единице, тем лучше включенные в модель факторы описывают 

изменчивость y.  

При формировании набора объясняющих переменных желательно, что бы 

коэффициент детерминации принимал как можно большее значение. В тоже время, 

при добавлении в модель новых объясняющих переменных коэффициент 

детерминации R2 не может уменьшиться. Поэтому при сравнении наборов с 

разным числом переменных не всегда ясно за счет чего возрос коэффициент 

детерминации: за счет реального влияния дополнительно включенного фактора на 

результат y или просто из-за возрастания числа переменных. Для возможности 

сравнения моделей с различным числом переменных вводится скорректированный 

коэффициент детерминации R2
скорр  
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 , 

здесь n - число наблюдений, m - число объясняющих переменных. Чем больше m , 

тем меньше различия R2 и R2
скорр . 

4. Переменные не должны быть интеркоррелированными, тем более не 

должны находиться в функциональной зависимости. Говорят, что переменные x1 и 

x2 интеркоррелированы, если выполняются условия: 

75,0
21
r xx

     и      













rr

rr

xxyx

xxyx

212

211
   . 

Другими словами, интеркоррелированные независимые переменные связаны 

между собой теснее, чем с y. Одна из пары переменных, обладающих 

интеркорреляцией, должна быть исключена из набора, поскольку она оказывает на 

y дублирующее влияние. 

5. Переменные не должны быть мультиколлинеарными.  

 

 

7. Мультиколлинеарность 

Понятие мультиколлинеарности 

Мультиколлинеарность – это нарушение требования С теоремы Гаусса-

Маркова о линейной независимости факторных переменных х1, х2,…, хm , 

включенных в модель. В этом случае столбцы матрицы наблюдений линейно 

зависимы. 

Наличие линейно зависимых объясняющих переменных в модели 

множественной регрессии вызывает слабую обусловленность системы нормальных 

уравнений, что приводит к отрицательным последствиям. 

Последствия мультиколлинеарности 

в модели множественной линейной регрессии 

1. t-критерий Стьюдента о незначимости коэффициентов регрессии 

подтверждается, однако само уравнение регрессии при проверке F-критерия 

Фишера оказывается значимым 

2. Полученные оценки коэффициентов регрессии неоправданно завышены 

или имеют неправильные знаки 

3. Добавление или исключение из исходных данных одного-двух 

наблюдений оказывает сильное влияние на оценки коэффициентов регрессии 

4. Регрессионная модель становится непригодной для дальнейшего 

применения: изменяется смысл экономической интерпретации коэффициентов 

регрессии, построенный по уравнению регрессии прогноз имеет большую ошибку, 

осложняется определение наиболее существенных факторных признаков 
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В решении проблемы мультиколлинеарности можно выделить три этапа. 

 

Этапы решения проблемы мультиколлинерности 

1 2 3 

Установление наличия 

мультиколлинеарности 

Определение причин 

возникновения 

мультиколлинеарности 

Устранение 

мультиколлинеарности 

 

Установление наличия мультиколлинеарности 

1. Способ. Анализ корреляционной матрицы. Независимые переменные хi, и 

хj могут быть признаны коллинеарными, если парный коэффициент корреляции 

75,02,1 xxr . 

Если собственное число корреляционной матрицы факторных переменных 
5

min 10  , то в модели присутствует мультиколлинеарность. 

Если отношение собственных чисел корреляционной матрицы факторных 

переменных 5

max

min 10 



 , то в модели присутствует мультиколлинеарность. 

2. Способ. Если определитель матрицы  Х'Х близок к нулю, то это 

свидетельствует о наличии мультиколлинеарности. 

 

 

Основная причина мультиколлинеарности заключается в неправильном 

подборе факторных переменных х1, х2,…, хm , включенных в модель. 

 

Причины возникновения мультиколлинеарности 

Изучаемые факторные признаки характеризуют одну и ту же сторону 

явления или процесса (например, показатели объема произведенной продукции и 

среднегодовой стоимости основных фондов одновременно включать в модель не 

рекомендуется, так как оба характеризуют размер предприятия) 

Использование в качестве факторных признаков, суммарное значение 

которых представляет собой постоянную величину (например, коэффициент 

годности и коэффициент износа основных фондов) 

Факторные признаки являются элементами друг друга (например, затраты на 

производство продукции и себестоимость единицы продукции) 

Факторные признаки по экономическому смыслу дублируют друг друга 

(например, прибыль и рентабельность продукции) 

Если при прогнозировании результативной переменной величина ошибки 

прогноза является удовлетворительной, то модель множественной регрессии 

можно использовать и при наличии мультиколлинеарности. Если же прогноз 

получается неудовлетворительным, то мультиколлинеарность необходимо 

устранять. 
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Методы устранения мультиколлинеарности 

Самый простой способ устранения мультиколлинеарности - сбор 

дополнительных данных, однако на практике это не всегда возможно. 

Устранение (уменьшение) мультиколлинеарности возможно посредством 

исключения из регрессионной модели одного или нескольких линейно связанных 

факторных признаков или преобразование исходных факторных признаков в 

новые, укрупненные факторы. Вопрос о том, какой из факторов следует отбросить, 

решается на основе качественного и логического анализа изучаемого явления. 

Описание методов устранения или уменьшения мультиколлинеарности 

Метод Суть метода 

Методы 

преобразования 

переменных 

Замена всех переменных, включенных в модель. Например, вместо 

значений зависимой и независимых переменных можно взять их 

логарифмы. Тогда модель множественной регрессии примет вид 

 mm xxxy ln...lnlnln 22110  . 

Если переменные хk, и хj  коллинеарны, и ни одну из них нельзя 

исключить из модели, вместо них вводят новую переменную 

jkkj xxx   . 

Анализ 

корреляционной 

матрицы 

При отборе факторов предпочтение отдается тому фактору, который 

более тесно, чем другие факторы, связан с результативным 

признаком, причем желательно, чтобы связь данного факторного 

признака с у была выше, чем его связь с другим факторным 

признаком, т.е. 

xjxkyxj rr   , xjxkyxk rr   и 75,0xjxkr  

На основе анализа матрицы межфакторных корреляций: 

- выявляются группы объясняющих переменных, для которых парные 

коэффициенты корреляции по абсолютной величине превосходят 

0,75; 

- в нутрии группы поочередно каждую переменную объявляют 

зависимой и для нее рассчитывают коэффициент детерминации; 

-  переменная, имеющая наибольший коэффициент детерминации, 

отвечает за мультиколлинеарность и должна быть исключена из 

набора объясняющих переменных. 

Пошаговое 

включение 

факторов 

Метод заключается в том, что в модель включаются факторы по 

одному в определенной последовательности. На первом шаге в 

модель вводится тот фактор, который имеет наибольший 

коэффициент корреляции с зависимой переменной. 

На втором и последующих шагах в модель включается фактор, 

который имеет наибольший коэффициент корреляции с остатками 

модели. 

После включения каждого фактора в модель рассчитывают ее 

характеристики и модель проверяют на достоверность. 

Построение модели заканчивается, если модель перестает 

удовлетворять определенным условиям, например: 

1. k < n/3 , Sε,k-1 - Sε,k > l, где n - число наблюдений; k - число 

факторных признаков, включаемых в модель; l - некоторое заданное 

малое число; Sε,k - среднеквадратическая ошибка уравнения 
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регрессии; Sε,k-1, - среднеквадратическая ошибка, полученная на 

предыдущем шаге и включающая k - 1 переменных). 

или 

2. При добавлении в модель регрессии новых факторных переменных 

их значимость проверяется с помощью F-критерия Фишера. Если 

Fнабл > Fкрит, то включение факторной переменной в модель 

множественной регрессии является обоснованным. Проверка 

факторных переменных на значимость осуществляется до тех пор, 

пока не найдется хотя бы одна переменная, для которой не 

выполняется условие Fнабл < Fкрит . 

Пошаговое 

исключение 

факторов 

Метод состоит в том, что в модель включаются все факторы. Затем 

после построения уравнения регрессии из модели исключают фактор, 

коэффициент при котором незначим и имеет наименьшее значение t-

критерия.  

После этого получают новое уравнение регрессии и снова проводят 

оценку значимости всех оставшихся коэффициентов регрессии. 

Процесс исключения факторов продолжается до тех пор, пока модель 

не станет удовлетворять определенным условиям и все коэффициенты 

регрессии не будут значимы. 

Существуют другие методы устранения мультиколлинеарности, более 

трудоемкие и требующие хорошего знания многомерного статистического анализа: 

гребневая регрессия (ридж), метод главных компонент и т.п. 

 

8. Практические приложения регрессионной модели 

Наиболее часто встречающиеся приложения регрессионной модели - оценка 

влияния объясняющих переменных на результативный признак и построение 

прогноза. 

1. Эластичность 

Важную роль при оценке влияния факторов играют коэффициенты 

регрессионной модели. Однако непосредственно с их помощью нельзя 

сопоставлять факторные признаки по степени их влияния на зависимую 

переменную из-за различия единиц измерения и разной степени колеблемости. Для 

устранения таких различий применяются средние коэффициенты эластичности 

Эj. , бета-коэффициенты βj (стандартизованные коэффициенты регрессии) и 

дельта-коэффициенты ∆j. 

Формула определения средних коэффициентов эластичности 

y
x

bЭ
j

jj
  , 

где bj - коэффициент регрессии фактора xj , y  - среднее значение результативного 

признака y,  jx  среднее значение признака xj . 

Средний по совокупности наблюдений коэффициент эластичности 

показывает, на сколько процентов изменяется зависимая переменная y при 

изменении фактора xj на 1%, при условии, что остальные факторы постоянны и 

закреплены на среднем уровне. Средний коэффициент эластичности позволяет 

выявить общегрупповые закономерности.  
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Формула определения бета-коэффициентов 

s

s
b

y

xj

jj
  , 

где sxj - среднее квадратическое отклонение фактора  xj , sy – среднее 

квадратическое отклонение фактора  y. 

Бета-коэффициент показывает, на какую часть своего среднего 

квадратического отклонения sy изменится y  при изменении 
jx  на величину своего 

среднего квадратического отклонения sxj при фиксированном значении остальных 

независимых переменных. 

Указанные коэффициенты позволяют проранжировать факторы по степени 

их влияния на зависимую переменную.  

Долю влияния фактора в суммарном влиянии всех факторов можно оценить 

по величине дельта-коэффициентов. 

Формула определения дельта-коэффициентов 

R
r

j

yjj 2


   

где ryj - коэффициент парной корреляции между фактором  xj и зависимой 

переменной  y; βj  - бета-коэффициент фактора xj , R2 - множественный 

коэффициент детерминации. 

2. Прогнозирование 

В прогнозных расчетах предсказываемое значение yпр определяется как 

точечный прогноз y
пр
ˆ  путем подстановки в уравнение регрессии соответствующих 

значений факторных переменных х1пр, х2пр,…, хmпр.  

Наибольшая точность прогноза достигается в тех случаях, когда xjпр 

находятся в центре области наблюдений хj , используемых при построении 

уравнения регрессии (незначительно отличаются от jx ). При удалении xjпр от jx  

средняя ошибка прогноза растет. В случае, когда xjпр оказывается за пределами 

области наблюдаемых значений, нельзя говорить о надежности y
пр
ˆ  . 
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Тема 5. НЕЛИНЕЙНАЯ РЕГРЕССИЯ 

Содержание 

1. Нелинейные модели 

2. Форма нелинейной регрессионной зависимости 

3. Оценка параметров уравнения нелинейной регрессии 

4. Характеристики нелинейной регрессионной модели 

5. Оценка качества уравнения нелинейной регрессии 

6. Приложения нелинейных регрессионных моделей 

 

1. Нелинейные модели 

Во многих практических случаях моделирование экономических явлений и 

процессов линейными уравнениями дает вполне удовлетворительный результат и 

может использоваться для целей анализа и прогнозирования. Однако в силу 

многообразия и сложности экономических процессов многие экономические 

зависимости не являются линейными по своей сути и не могут быть описаны 

линейными моделями.  

Если между экономическими явлениями существуют нелинейные 

соотношения, то они выражаются с помощью соответствующих нелинейных 

функций. 

Например, при рассмотрении спроса y на некоторый товар от цены х данного 

товара в ряде случаев можно ограничиться линейным уравнением регрессии. Если 

необходимо проанализировать эластичность спроса по цене необходимо 

рассматривать логарифмическую модель.  

При анализе издержек y от объема выпуска х наиболее обоснованной 

является полиномиальная (а именно, кубическая) модель. 

Нелинейными являются производственные функции (зависимости между 

объемом произведенной продукции и основными факторами производства - 

трудом, капиталом и т.д.), функции спроса (зависимость между спросом на товары, 

услуги и их ценами или доходом) и др. 

При рассмотрении производственных функций обычно применяют 

степенные модели. Наиболее широкую известность имеет производственная 

функция Кобба-Дугласа  LKAy


  , здесь y - объем выпуска; K и L - 

затраты капитала и труда соответственно; А, α, β - параметры модели.  

В эконометрическом анализе достаточно широко применяются обратная и 

экспоненциальная модели. 

 

2. Форма нелинейной регрессионной зависимости 

Под формой нелинейной регрессионной зависимости (видом связи) 

понимают вид уравнения регрессии. 

Наиболее часто используются следующие виды нелинейных зависимостей: 

1. степенное уравнение xxxby bm
m

bb
 ...

2
2

1
10ˆ  

Параметры b1, b2,…, bm степенного уравнения являются коэффициентами 
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эластичности. Параметр bj (j = 1, 2,…, m) показывает, на сколько процентов 

изменится y  при увеличении независимой переменной xj на один процент, при 

неизменном значении других независимых переменных, закрепленных на среднем 

уровне. 

2. показательное уравнение bbbby xm
m

xx
 ...

2
2

1
10ˆ  ; 

3. экспоненциальное уравнение eeeby bmxmxbxb
 ...

2211
0ˆ  ; 

4. гиперболическое уравнение 
x

b
x

b
x

bby
m

m

1
...

11

2
2

1
10ˆ   ; 

5. различные полиномиальные уравнения, например  

xbxbxbby m
mm

 ...
2
22110ˆ  . 

Здесь y - зависимая переменная, х1, х2,…, хm - независимые (объясняющие) 

переменные, b0, b1, b2,…, bm - параметры уравнения. 

Для заданной матрицы наблюдений (таблицы исходных данных) можно 

построить несколько статистически значимых регрессионных уравнений. Выбор 

уравнения, наилучшим образом описывающего исходные данные, осуществляется 

по наибольшему значению скорректированного коэффициента детерминации 

R2
скорр  

 
1

1
11

22






mn

n
RRскорр  . 

Скорректированный коэффициент детерминации обладает свойством 

10
2

 Rскорр
 . 

Однако на практике, если построенное уравнение не подходит для описания 

существующей в исходных данных нелинейной зависимости, коэффициент 

детерминации принимает значение R2 < 0,1, а скорректированный коэффициент 

детерминации становится отрицательным (R2
скорр < 0) . 

Уравнение нелинейной регрессионной связи должно быть по возможности 

более простым, чтобы сущность изучаемой зависимости между переменными 

проявлялась достаточно четко, а параметры уравнения поддавались определенному 

экономическому толкованию. Вопрос выбора соответствующего уравнения связи 

решается в каждом случае отдельно. 

Построение и анализ нелинейных моделей имеют свою специфику. 

 

3. Оценка параметров уравнения нелинейной регрессии 

Для получения оценок параметров нелинейных регрессионных уравнений 

можно использовать метод наибольшего правдоподобия, метод наименьших 

модулей, метод минимакса и др. Эти методы сложны и трудоемки, требуют 

хороших знаний многомерной математической статистики. 
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Оценка параметров нелинейной регрессии может осуществляться также с 

помощью метода наименьших квадратов (МНК) путем решения системы 

нормальных уравнений с предварительной линеаризацией уравнения регрессии. 

Линеаризация уравнения – приведение уравнения к линейному виду. 

Нелинейность может проявляться как относительно переменных, так и 

относительно входящих в функцию коэффициентов (параметров). Различают два 

класса нелинейных регрессий. 

Классы нелинейных регрессий 

Регрессии, нелинейные по переменным, 

включенным в анализ, но линейные по 

оцениваемым параметрам (различные 

полиномы, гипербола) 

Регрессии, нелинейные по 

оцениваемым параметрам (степенная, 

показательная, экспоненциальная 

функции) 

В рамках данного курса ограничимся рассмотрение нелинейных моделей, 

допускающих их сведение к линейным. 

Рассмотрим приемы линеаризации и нахождение параметров на примере 

нелинейных регрессионных уравнений с одной независимой переменной m = 1 

(парных нелинейных регрессий). 

Регрессии, нелинейные по переменным,  

но линейные по оцениваемым параметрам 

Наименование 

регрессии 
Уравнение регрессии Нормальные уравнения 

Полином 

второго 

порядка 

xbxbby
2

210
ˆ   

































n

i
ii

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
ii

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

yxxbxbxb

yxxbxbxb

yxbxbnb

1

2

1

4

2
1

3

1
1

2

0

11

3

2
1

2

1
1

0

11

2

2
1

10

 

Гипербола 

x
bby

1
10

ˆ   

























n

i
i

i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

y
xx

b
x

b

y
x

bnb

11
21

1
0

11
10

111

1

  

Или заменим 1/x на новую переменную 

Х. В результате получим линейное 

уравнение 

Xbby 
10

ˆ , параметры которого 

определяются по формулам: 

2

11

2

1 11

1
1

1

















 



 

n

i
i

n

i
i

n

i

n

i
ii

n

i
ii

X
n

X

yX
n

yX
b  , 

Xbyb 10
 . 
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Регрессии, нелинейные по оцениваемым параметрам 

Наименование 

регрессии 

Уравнение 

регрессии 
Линеаризация 

Степенная 

функция xby b1
0ˆ   

Для определения параметров степенной 

функции с помощью МНК необходимо 

привести ее к линейному виду путем 

логарифмирования обеих частей 

уравнения, после чего получим 

xbby lnlnˆln 10
 . 

Это уравнение представляет собой 

прямую линию на графике, по осям 

которого откладываются не сами числа, а 

их логарифмы (так называемая 

логарифмическая шкала или 

логарифмическая сетка). 

Пусть yY ˆln , xX ln , 

bB 00 ln . 

Тогда уравнение примет вид 

XbBY 
10

. 

Параметры уравнения определяются по 

формулам: 

2

11

2

1 11

1

1

1






















 



 

n

i
i

n

i
i

n

i

n

i
ii

n

i
ii

X
n

X

YX
n

YX

b  , 

XbYB 10
 . 

Обратный переход к параметру b0 

осуществляется по формуле 

eb
B0

0
  . 

Показательная 

функция bby x
10ˆ   

Линеаризацию переменных проведем 

путем логарифмирования обеих частей 

уравнения, после чего получим: 

bxby 10 lnlnˆln  . 

Уравнение изображается прямой линией 

на полулогарифмической сетке, которая 

получается как сочетание натуральной 
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шкалы для значений независимой 

переменной x и логарифмической шкалы 

– для значений зависимой переменной y. 

Пусть yY ˆln , bB 00 ln , bB 11 ln

, тогда уравнение примет вид 

xBBY 
10

 . 

Параметры модели определяются по 

формулам 

2

11

2

1 11

1

1

1






















 



 

n

i
i

n

i
i

n

i

n

i
ii

n

i
ii

x
n

x

Yx
n

Yx

B  ; 

xBYB 10
  . 

Обратный переход к параметрам b0 , b1 

осуществляется по формулам 

eb
B0

0
  , eb

B1
1
  . 

 

4. Характеристики нелинейной регрессионной модели 

Теснота нелинейной регрессионной связи между переменными может быть 

измерена с помощью индекса корреляции (корреляционного отношения) 

 

















 




n

i
i

n

i
ii

yy

yy

1

2

1

2
ˆ

1  . 

Индекс корреляции принимает значение от 0 до 1. Чем больше значение 

индекса корреляции, тем ближе расчетные значения результативного признака iŷ  к 

фактическим iy  , тем теснее (сильнее) нелинейная связь.  

Индекс корреляции используется при любой форме связи любого количества 

независимых переменных; при парной линейной регрессии он равен парному 

коэффициенту корреляции 

Вклад независимых переменных в формирование значений y оценивается с 

помощью коэффициента детерминации R2  
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














 








 


n

i
i

n

i
i

yy

yy

R

1

2

1

2

2

ˆ
 . 

Чем ближе значение R2 к единице, тем лучше включенные в модель факторы 

описывают изменчивость y. 

 

5. Оценка качества уравнения нелинейной регрессии 

Оценка качества уравнения нелинейной регрессии состоит из 

следующих этапов. 

1. Оценка математической точности уравнения. Для этого рассчитывается 

средняя относительная ошибка аппроксимации 

%100
1

1

ˆ



 



n

i i

ii

y

yy

n
A  , 

где iy  и iŷ  - соответственно фактические и теоретические значения переменной y . 

Для принятия решения о точности уравнения можно воспользоваться таблицей 

 

Значение A , % Точность уравнения 

менее 10 высокая 

10 - 20 хорошая 

20 - 50 удовлетворительная 

более 50 неудовлетворительная 

В случае, когда уравнение имеет неудовлетворительную точность, 

необходимо увеличить объем наблюдений (объем выборки) n, скорректировать 

набор объясняющих переменных х1, х2,…, хm, либо взять другое уравнение 

регрессии (нелинейное). 

2. Проверка статистической значимости уравнения регрессии в целом с 

помощью F-критерия Фишера.  

Выдвигается гипотеза Н0: уравнение регрессии статистически незначимо, 

при конкурирующей гипотезе Н1: уравнение регрессии статистически значимо. 

Находится расчетное значение (статистика) критерия  

  m

mn

yy

yy

F n

i
ii

n

i
i

расч

1

1

2

1

2

ˆ

ˆ













 










  , 

где y
i
, y

i
ˆ , y - соответственно фактическое (наблюдаемое), теоретическое и 

среднее значение y ; n - объем выборки, m - число параметров уравнения 

регрессии при независимых переменных. 
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Табличное (критическое) значение Fтабл , находится по таблице 

критических значений распределения Фишера-Снедекора (F-распределения) по 

уровню значимости α и двум числам степеней свободы df1 = m и df2 = n - m - 1 . 

Если Fрасч > Fтабл , то гипотеза Н0 отвергается с вероятность ошибки α , т.е. 

уравнение регрессии признается в целом статистически значимым (адекватно 

описывающим исходные данные).  

В противном случае (Fрасч < Fтабл) уравнение считается незначимым. 

 

! Для нелинейных регрессионных уравнений 

критерий Стьюдента не проверяется 

 

! 
Для нелинейных регрессионных уравнений анализ остатков не 

производится. Проводится анализ остатков соответствующих 

линеаризованных уравнений (не входит в программу курса) 

 

 

Если уравнение нелинейной регрессии признано качественным то 

регрессионная модель считается качественной,  

т.е. она адекватно описывает исходные данные. 

 

! Для получения качественной нелинейной регрессионной модели с 

m факторами необходима выборка объема не менее n = (6÷8)×(m+1). 

 

6. Приложения нелинейных регрессионных моделей 

Наиболее часто встречающиеся приложения регрессионной модели - оценка 

влияния объясняющих переменных на результативный признак и построение 

прогноза. 

 

1. Эластичность 

Важную роль при оценке влияния факторов играют коэффициенты 

регрессионной модели. Однако непосредственно с их помощью нельзя 

сопоставлять факторные признаки по степени их влияния на зависимую 

переменную из-за различия единиц измерения и разной степени колеблемости. Для 

устранения таких различий применяются средние Э  и частные iЭ  

коэффициенты эластичности. 

 

В общем случае коэффициент эластичности для парного уравнения 

регрессии )(ˆ xfy  находится по формуле 
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 
y
xxfЭ )(  . 

После дифференцирования парных нелинейных уравнений регрессии 

получим следующие формулы. 

Формулы определения коэффициентов эластичности 

Вид уравнения  

регрессии 

Средний коэффициент 

эластичности Э  

Частные 

коэффициенты 

эластичности iЭ  

Степенная функция 

xby b1
0ˆ   

bЭ 1
  bЭi 1

  

Показательная функция 

bby
x

10
ˆ   

bxЭ ln 1
  bxЭ ii ln 1

  

Гипербола 

x
bby

1
10ˆ   bxb

b
Э

10

1


  

bxb
b

Э
i

i

10

1


  

Полином второго порядка 

xbxbby 2
210ˆ   

 

 

xbxbb

xxbb
Э 2

210

21 2



  

 

xbxbb

xxbb
Э

ii

ii

i 2

210

21 2



  

Средний по совокупности наблюдений коэффициент эластичности 

показывает, на сколько процентов изменится среднее значение зависимой 

переменной y  при увеличении среднего значения x  на 1%. Средний коэффициент 

эластичности позволяет выявить общегрупповые закономерности.  

Частный коэффициент эластичности показывает, на сколько процентов 

изменится значение зависимой переменной для i-го наблюдения (yi) при 

увеличении значения фактора для i-го наблюдения (xi) на 1%.Частные 

коэффициенты эластичности выявляют особенности объектов наблюдений.  

 

2. Прогнозирование 

В прогнозных расчетах предсказываемое значение yпр определяется как 

точечный прогноз y
пр
ˆ  путем подстановки в уравнение регрессии 

соответствующего значения факторной переменной хпр .  

Наибольшая точность прогноза достигается в тех случаях, когда xjпр 

находятся в центре области наблюдений х , используемых при построении 

уравнения регрессии (незначительно отличаются от x ). При удалении xjпр от x  

средняя ошибка прогноза растет. В случае, когда xпр оказывается за пределами 

области наблюдаемых значений, нельзя говорить о надежности y
пр
ˆ  .  
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Тема 6. ВРЕМЕННЫЕ РЯДЫ 

Содержание 

1. Этапы моделирование динамики социально-экономических процессов 

2. Понятие и классификация временных рядов 

3. Проверка гипотезы о наличии тренда 

4. Сглаживание временных рядов методом скользящих средних 

5. Построение уравнения тренда 

6. Определение степени полиномиального тренда 

7. Исследование структуры ряда. Автокорреляция уровней ряда 

8. Моделирование тенденции ряда при наличии структурных изменений 

9. Моделирование сезонных и циклических колебаний 

10. Прогнозирование временных рядов 

 

1. Этапы моделирование динамики социально-экономических процессов 
Важную роль в экономике играет анализ, моделирование и прогнозирование 

на базе данных по одному объекту, собранных в последовательные моменты или 

периоды времени, т.е. на основе временных рядов.  

Первым этапом такого исследования является построение ряда, 

отвечающего требованиям статистической науки: уровни ряда должны быть 

получены из надежных источников информации и сопоставимы друг с другом по 

качественному содержанию. 

Второй этап - определение типа основной тенденции динамики (либо 

констатация отсутствия надежной тенденции). Методика этого этапа излагается в 

курсах общей теории статистики и обычно включает:  

- содержательный подход - на основе закономерностей экономики, технологии, 

общего состояния изучаемого объекта; 

- графическое изображение временного ряда и подбор подходящей линии тренда; 

- математико-статистическую оценку наличия достаточно надежного абсолютного 

прироста уровней, ускорения этого прироста, темпов роста, наличия 

автокорреляции уровней. 

Третий этап - вычисление уравнения тренда, т.е. уравнения такой линии, 

которая оптимально выражает фактическую тенденцию изменения уровней ряда. 

На этом этапе применяются методы математической статистики: метод 

наименьших квадратов (МНК), критерии оценки надежности - Фишера, Стьюдента, 

Дарбина-Уотсона и др. Используются программы STATISTICA, Statgraphics, Excel 

и др. 

Четвертый этап заключается в исследовании отклонений фактических 

значений уровней ряда от расчетных уровней тренда, т.е. изучении колеблемости, а 

также в измерении и моделировании сезонных (циклических) колебаний. 

Пятым этапом является расчет прогнозируемых значений временного ряда 

для будущих периодов, вероятных интервалов этих прогнозов, а иногда и 

страхового запаса. 

В данной теме более подробно рассмотрены только те вопросы 

моделирования временных рядов, которые не были изложены в рамках 

регрессионного анализа [2, 4, 5, 6]. 
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2. Понятие и классификация временных рядов 
Развитие экономического явления или процесса во времени в статистике 

называется динамикой. Для отображения динамики строятся временные ряды 

(ряды динамики), которые представляют собой ряды изменяющихся во времени 

значений статистического показателя, расположенных в хронологическом порядке. 

Элементами временного ряда являются показатели уровней ряда и периоды 

(годы, кварталы, месяцы, сутки) или моменты (даты) времени. Уровни (члены) 

ряда обычно обозначаются yt , а соответствующие им моменты (периоды) времени - 

t . 

Классифицировать различные виды временных рядов можно по следующим 

признакам. 

1. В зависимости от способа выражения уровней временные ряды 

подразделяются на ряды абсолютных, относительных и средних величин. 

2. В зависимости от того, как выражают уровни ряда состояние 

экономического явления на определенные моменты времени (начало месяца, 

квартала, года и т.п.) или его величину за определенные интервалы времени 

(например, за месяц, квартал, год и т.п.) различают соответственно моментные и 

интервальные временные ряды. 

3. В зависимости от расстояния между уровнями временные ряды 

разделяются на ряды с равноотстоящими уровнями и неравноотстоящими 

уровнями во времени. 

4. В зависимости от наличия основной тенденции изучаемого процесса 

временные ряды разделяются на стационарные и нестационарные 

(динамические). 

Если основные характеристики случайного процесса (математическое 

ожидание и дисперсия) постоянны и не зависят от времени, то процесс считается 

стационарным и временной ряд также считается стационарным. График 

стационарного ряда располагается относительно прямой y = yср , параллельной 

горизонтальной оси. На рис. 1 среднее значение ряда y
t

4.  

 
Рис. 1. График стационарного временного ряда 

Экономические процессы во времени обычно не являются стационарными, 

так как содержат основную тенденцию развития, и описываются динамическими 
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временными рядами. На рис. 2 график динамического ряда располагается 

относительно наклонной прямой (тренда), характеризующей тенденцию. 

 
Рис. 2. График нестационарного временного ряда 

5. По числу показателей выделяют изолированные (одномерные) и 

компонентные (многомерные) временные ряды. Если проводится анализ во 

времени одного показателя, то временной ряд изолированный. Например, объем 

произведенных предприятием товаров (помесячно) представляет собой 

одномерный временной ряд (см. табл. 1). 
Таблица 1 

Одномерный временной ряд 

Момент времени 
(дата) 

Январь 
2004 г. 

Февраль 
2004 г. 

Март 
2004 г. 

Апрель 
2004 г. 

… … … 

Номер момента 
времени   t 

1 2 3 4 … n - 1 n 

Значение 
показателя yt 

y1 y2 y3 y4 … yn-1 yn 

В многомерном ряду представлена динамика нескольких показателей, 

характеризующих одно экономическое явление (процесс). Например, 

характеристики деятельности предприятия, наблюдаемые помесячно, можно 

представить в виде многомерного ряда (см. табл. 2). В качестве показателей 

производственной деятельности можно взять: Y - производительность труда, Х1 - 

удельный вес покупных изделий, Х2 - премии и вознаграждения на одного 

работника, Х3 - среднегодовая численность ППП, Х4 - среднегодовой фонд 

заработной платы ППП, Х5 - непроизводственные расходы. 
Таблица 2 

Многомерный временной ряд 

Момент 
времени (дата) 

Номер момента 
времени t 

Значения показателей 

Y X1 X2 … X5 

Январь 2004 г. 1 y1 x11 x12 … x15 

Февраль 2004 г. 2 y2 x21 x22 … x25 

Март 2004 г. 3 y3 x31 x32 … x35 

… … … … … … … 

… n yn xn1 xn2 … xn 5 

y = 16,48*t + 130,75
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В данной лекции рассмотрены вопросы теории абсолютных моментных 

одномерных временных рядов с равноотстоящими уровнями, которые наиболее 

часто встречаются в экономике.  

 

3. Проверка гипотезы о наличии тренда 
Исследование временного ряда начинается с решения вопроса о его 

стационарности. Одним из возможных вариантов для этого служит проверка 

гипотезы H0 о случайности (отсутствии) временного тренда при конкурирующей 

гипотезе H1 о неслучайности (наличии) временного тренда, основанная на 

сравнении средних значений первой и второй половины ряда по статистике 

(расчетному значению критерия) 

   

 
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где y
п

 , y
в

 - средние значения первой и второй половины ряда, имеющих длины 

nп , nв (nп + nв = n); sп
2 , sв

2 – дисперсии первой и второй половины ряда. 

Средние значения и дисперсии определяются по формулам 
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Значение | tрасч | сравнивается с критическим значением распределения 

Стьюдента tкр(α, k) с k = nп + nв – 2 степенями свободы и уровнем значимости α . 

В случае, если | tрасч | < tкр гипотеза H0 о случайности временного тренда  

принимается и ряд считается стационарным. В противном случае ( | tрасч | > tкр ) - 

гипотеза H0 отвергается, что свидетельствует о значимости различия средних 

первой и второй половины ряда и неслучайности (наличии) временного тренда. 

Другими словами, ряд является динамическим.  

Для проверки гипотезы о наличии тренда также можно воспользоваться 

критерием серий, методом Фостера-Стюарта и др. [1, 13]. 

Каждый член динамического ряда можно представить в виде  


ttt

yy ˆ .,  (4) 

где y
t
ˆ  - теоретические значения уровней, вычисленные по уравнению тренда,  t

- остатки (отклонения фактических уровней ряда от теоретических). Выражение (4) 

носит название модели временного ряда. 

Моделирование временного ряда заключается в анализе его структуры; 

подборе, построении и проверке качества уравнения тренда; анализе остатков. 

Построение тренда в теории временных рядов называется сглаживанием. 

Существующие методы выделения тренда можно разделить на две группы: методы 

численного сглаживания, когда тренд задается численными значениями 

сглаженных уровней, вычисленных по значениям уровней исходного ряда (метод 
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скользящих средних, экспоненциальное сглаживание и др.), а также методы 

аналитического выравнивания (построение уравнения тренда). 

 

4. Сглаживание временных рядов методом скользящих средних 
Сглаживание временного ряда выполняется для выделения тренда по 

выбранному числу членов ряда m. Для этого используется метод наименьших 

квадратов, с помощью которого по m членам ряда строятся полиномы выбранной 

степени p , начиная с первого и т.д. членов ряда. Степень полинома и число точек 

сглаживания выбираются из общих соображений, включая существо решаемой 

задачи, и подбора степени по пробным кратковременным прогнозам. 

Новое сглаженное значение временного ряда в средней точке из m заданных 

находится как линейная комбинация старых m значений ряда с коэффициентами, 

зависящими от степени полинома. 

Если сглаживание ряда осуществляется по m = 5 точкам, то для p = 1 

(линейное сглаживание) новое сглаженное значение уровня ряда вычисляется по 

формуле 

 yyyyyy
tttttt 21125

1~


  ,  (5) 

где y
t

 , y
t

~  - заданное и новое сглаженное значения уровня ряда  

(t = 3, 4, …, n - 2). 

Для p = 2, (квадратичное сглаживание) новое сглаженное значение уровня 

ряда вычисляется по формуле 

 yyyyyy
tttttt 2112

31217123
35

1~


  .  (6) 

Для вычисления сглаженных первых и последних (m – 1)/2 значений ряда 

(при m = 5 вычисляются два первых и два последних члена) используются 

следующие формулы: 

при p = 1 

 yyyyy
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 yyyyy
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при p = 2 
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 yyyyyy
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 yyyyyy
nnnnnn 4321

353931
35

1~


  . 

Процедура численного сглаживания может применяться последовательно 

несколько раз. После вычисления сглаженных значений ряда строится его 

графическое изображение (рис. 3).  

 
Рис. 3. Графики исходного и сглаженного ряда 

Аналогичным способом производится сглаживание ряда по любому 

нечетному числу m членов ряда. В случае отсутствия необходимых формул, 

вычисление первых и последних членов сглаженного ряда не производится и в 

соответствующих строках расчетной таблицы ставится прочерк.  

При сглаживании по четному числу членов ряда сначала вычисляются 

средние значения m уровней ряда, которые затем центрируются, т.е. в качестве 

сглаженных значений принимаются средние значения двух рядом стоящих 

средних. 

В общем случае (линейное сглаживание, p = 1) расчет сглаженных значений 

y
t

~  в случае нечетной длины интервала сглаживания m = 2g + 1 осуществляется по 

формуле 
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(для m = 3 значение g = 1, для m = 5 значение g = 2). 

Расчет сглаженных значений y
t

~  в случае четной длины интервала 

сглаживания m = 2g производится по формуле 
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(для m = 4 значение g = 2). 

Расчет сглаженных значений для незаполненных уровней ряда, в котором 

отсутствует цикличность, можно произвести на основании средних абсолютных 
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приростов. Сглаженные значения в начале временного ряда рассчитываются путем 

последовательного вычитания среднего прироста  

g

yy
y

g

нач 2

112





  

на первом активном участке  из первого доступного сглаженного значения. 

Сглаженные значения в конце временного ряда рассчитываются путем 

последовательного прибавления среднего прироста  

g
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кон 2

2

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на последнем активном участке к последнему доступному сглаженному значению. 

Под первым и последним активными интервалами понимаются интервалы, 

значения которых используются при расчетах первого и последнего усредненного 

значения. 

В случае m = 3 (g = 1) первый активный участок включает в себя три первых 

уровней ряда, средний прирост 
2
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В случае m = 5 (g = 2) первый активный участок включает в себя пять 

первых уровней ряда, средний прирост 
22
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Поскольку расчет сглаженных значений для m = 5 и m = 4 производится по 

значениям одних и тех же интервалов, то средние приросты для этих значений 

параметра m также одинаковы. 

В случае m = 3 необходимо рассчитать сглаженные значения только для 

первого и последнего уровней ряда: 
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В случае m = 5 необходимо рассчитать сглаженные значения для двух 

первых и двух последних уровней ряда: 
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Аналогично в случае m = 4 необходимо рассчитать сглаженные значения для 

двух первых и двух последних уровней ряда по формулам (12, 13). 
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5. Построение уравнения тренда 
В статистике построение аналитической функции (уравнения тренда) для 

моделирования тенденции временного ряда называют аналитическим 

выравниванием (сглаживанием) временного ряда. Для этого чаще всего 

применяются следующие функции: 

1. полиномиальная tbtbtbby k
kt
 ...

2
210ˆ  (k - степень 

полинома); 

2. линейная tbby
t


10ˆ  (частный случай полиномиальной при k = 1), 

используется для описания процессов, развитие которых протекает во времени 

равномерно. Параметр b0 интерпретируется как параметр начальных условий 

(значение переменной yt в нулевой момент времени t = 0), b1 - как скорость роста 

переменной yt; 

3. параболическая tbtbby
t

2
210ˆ   (частный случай 

полиномиальной при k = 2), используется для описания процессов, развитие 

которых характеризуется равноускоренным ростом (снижением). Параметр b0 

интерпретируется как параметр начальных условий (значение переменной yt в 

нулевой момент времени t = 0), b1 - как скорость роста и b2 - как ускорение роста 

переменной yt; 

4. показательная bby t

t 10ˆ   ; 

5. экспоненциальная eby tb

t

1
0ˆ   ; 

6. степенная tby b

t

1
0ˆ   ; 

7. гиперболическая 

t

b
by

t

1
0ˆ   . 

Параметры уравнений трендов (уравнение тренда представляет собой 

уравнение регрессии), как правило, определяются методом наименьших квадратов. 

В качестве независимой переменной выступает время t = 1, 2, …, n , а в качестве 

зависимой переменной - фактические уровни временного ряда yt . Критериями 

отбора наилучшей формы тренда являются наибольшее значение 

скорректированного коэффициента детерминации Rскорр

2
 и наименьшее значение 

средней относительной ошибки аппроксимации A . 

На практике при выборе формы тренда обычно используют положения и 

выводы экономической теории, визуальный анализ графика ряда, а также 

результаты исследования структуры ряда (автокорреляция уровней ряда 

(см. пункт 6), определение степени полиномиального тренда (см. пункт 5)). На 

рис. 2 изображен линейный тренд, на рис. 4 - полиномиальный тренд. 

Оценка качества уравнения тренда производится аналогично оценке качества 

уравнения регрессии с помощью средней относительной ошибки аппроксимации, 

критериев Фишера, Стьюдента и Дарбина-Уотсона.  
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6. Определение степени полиномиального тренда 
В случае, когда исследуемый экономический процесс носит колебательный 

характер, его динамику нужно описывать полиномиальным трендом (на рис. 4 

динамика ряда описывается полиномом пятой степени).  

 
Рис. 4. Графики ряда и полиномиального тренда 

Для аппроксимации ряда полиномом степени p предварительно находится 

значение этой степени по следующей процедуре, которая аналогична 

дифференцированию полинома. Очевидно, что вторая производная полинома 

первой степени, третья производная полинома второй степени и т.д. равны нулю. В 

случае временного ряда операция дифференцирования заменяется вычислением 

переменных разностей, а условие равенства нулю - проверкой гипотезы о равенстве 

дисперсий предыдущих и последующих разностей. 

Сначала вычисляются первые разности 

yyy
ttt


 1

1
 , 

где t = 1, 2, …, n - 1.  

Затем по первым разностям вычисляются вторые разности 

yyy
ttt  



1

1

12
 , 

где t = 1, 2, …, n - 2.  

И далее последовательно разности 3-го, …, k-го порядков 

yyy
t

k

t

k

t

k









1

1

1
 , 

где t = 1, 2, …, n - k.  

Под разностями нулевого порядка понимается сам временной ряд. 

На каждом шаге, начиная с k = 0 , вычисляются дисперсии разностей k-го 

порядка по формуле 

   
 21

2

2
!

!21
k

kkn

kn

t
t

k

t

k

k

yy

s 














 



 .                                                         (14) 

При k = 0 по формуле (14) вычисляется дисперсия заданного временного ряда yt . 

На каждом шаге с помощью критерия Фишера проверяется гипотеза о 

равенстве предыдущей и последующей дисперсий.  
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Для этого вычисляется расчетное значение критерия  

s

s
F

k

kk
расч 2

2
1 .  

Критическое значение критерия Fk
крит(α, k1, k2) находится в таблице 

критических значений распределения Фишера по уровню значимости α и числам 

степеней свободы k1 = n – k, k2 = n – k – 1 . 

Если Fk
расч > Fk

крит дисперсии отличаются значимо. В этом случае процедура 

вычислений дисперсий и их разностей продолжается. Доказано, что 

последовательность дисперсий (14) убывает с ростом k, и при некотором значении 

p = k - 1 выполнится неравенство Fk
расч < Fk

крит (различие дисперсий становится 

незначимым). Полученное значение p и является степенью полиномиального 

тренда. Дисперсия sk
2 называется дисперсией случайностей, а разности порядка p 

являются случайной компонентой временного ряда.  

 

7. Исследование структуры ряда. Автокорреляция уровней ряда 
При наличии во временном ряде тенденции и циклических колебаний 

значение каждого последующего уровня ряда зависят от предыдущих. В этом 

случае говорят, что ряд имеет автокорреляцию.  

Автокорреляцией называется корреляция уровней временного ряда друг с 

другом, со сдвигом во времени на l тактов (лагом l ). Количественно ее можно 

измерить с помощью парного коэффициента корреляции между уровнями 

исходного временного ряда и уровнями этого ряда, сдвинутыми на l шагов во 

времени. 

Коэффициент автокорреляции первого порядка (лаг l = 1) равен 

 



 










 





 






 




 


n

t

n

t
tttt

n

t
tttt

yyyy

yyyy

r

2 2

2

11

2

2
11

1
 , (15) 

где  







n

t
tt

yy
n

2
1

1
 ;               


 


n

t
tt

yy
n

2
11 1

1
 . 

Коэффициент автокорреляции l-го порядка находится по формуле 

 



 










 





 






 




 


n

lt

n

lt
ltlttt

n

lt
ltlttt

l

yyyy

yyyy

r

1 1

22

1  , (16) 

где 







n

lt
tt

yy
ln

1

1
 ;           


 


n

lt
ltlt

yy
ln

1

1
 . 
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После вычисления коэффициентов автокорреляции необходимо проверить 

их статистическую значимость сравнением с критическими значениями 

коэффициента корреляции rl
крит(α, k). Критические значения берутся из таблицы 

критических значений корреляции по уровню значимости α и числу степеней 

свободы k = n - l - 2. Если | rl | < rl
крит то коэффициент корреляции rl  статистически 

незначим и выводы, сделанные по его значению, имеют вероятность ошибки, 

равную 1 - α . 

Последовательность коэффициентов автокорреляции называют 

автокорреляционной функцией временного ряда. График зависимости ее 

значений от величины лага (порядка коэффициента автокорреляции) называется 

коррелограммой. Поскольку знаки коэффициентов автокорреляции при анализе не 

учитываются, коррелограмма обычно строится по их абсолютным значениям 

(см. рис. 5). 

 
Рис. 5. Коррелограмма 

Анализ автокорреляционной функции и коррелограммы позволяет 

определить лаг, при котором связь между текущими и предыдущими уровнями 

ряда наиболее тесная (сильная). 

Если абсолютное значение коэффициента автокорреляции первого порядка 

|r1| > 0,7 , ряд содержит линейную тенденцию, если |r1| < 0,7  - ряд содержит 

нелинейную тенденцию. 

В случае, когда наибольшее абсолютное значение имеет коэффициент 

автокорреляции порядка l = τ и при этом, | rτ | > 0,7 , ряд содержит циклические 

колебания с периодом в τ моментов времени. 

Возникают ситуации, когда | rl | > 0,7 и l ≥ 2, но сущность изучаемого 

процесса, а также вид графика ряда не позволяют сделать вывод о наличии 

цикличности. В таких случаях динамика описывается авторегрессионным 

уравнением либо уравнением с распределенным лагом [2].  

 

8. Моделирование тенденции ряда при наличии структурных изменений 
При протекании экономических процессов иногда возникает ситуация 

единовременного изменения характера динамики, вызванная структурными 

изменениями в экономике или иными факторами. В этом случае, начиная с 
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некоторого момента t* , происходит изменение тенденции временного ряда, т.е. 

изменение параметров тренда, описывающего эту динамику, а иногда и самого 

вида уравнения тренда. Момент времени t* обычно называют точкой смены 

тенденции. Например, на рис. 6 изображен график ряда, в котором произошла 

смена тенденции в момент времени, близкий к t* = 32. 

 
Рис. 6. Смена тенденции временного ряда 

Основная задача исследования временного ряда, включающего точку смены 

тенденции, - выяснить, насколько значимо повлияли структурные изменения на 

характер тенденции. Если это влияние значимо, для моделирования тенденции 

необходимо разделить ряд на две части (до момента времени t* и после момента t*) 

и построить отдельно по каждой части ряда уравнения тренда (кусочно-линейная 

модель). Если изменения незначительно повлияли на характер тенденции, то ее 

можно описать единым для всего ряда уравнением. 

Значимость структурных изменений можно оценить с помощью 

статистического критерия Грегори Чоу. Система обозначений для его проверки 

приведена в табл. 3. 
Таблица 3 

№ 

уравнения 

Вид 

уравнения 

тренда* 

Длина 

ряда 

Остаточная 

сумма 

квадратов 

Число 

параметров 

в 

уравнении* 

Число 

степеней 

свободы 

остаточной 

дисперсии 

Кусочно-линейная модель тренда 

(I) y(1) = a1 + b1·t n1 S1
ост k1 n1 – k1 

(II) y(2) = a2 + b2·t n2 S2
ост k2 n2 – k2 

Уравнение тренда по всему ряду 

(III) y(3) = a3 + b3·t n = n1 + n2 S3
ост k3 

n –

 k3 = (n1 + n2) –

 k3 

* В рассматриваемом примере все уравнения тренда линейные, число параметров всех 

уравнений k1 = k2 = k3 = 2 . В общем случае вид уравнений и число параметров в каждом 

уравнении могут различаться. 
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Выдвинем гипотезу H0 о структурной стабильности тенденции изучаемого 

временного ряда yt . 

Найдем остаточные суммы квадратов 











 
1

1

2
)1(1 ˆ

n

t
ttост yyS  , (17) 











 
n

nt
ttост yyS

11

2
)2(2 ˆ  , (18) 











 
n

t
ttост yyS

1

2
)3(3 ˆ  , (19) 

где y
t
ˆ

)1(
, y

t
ˆ

)2(
, y

t
ˆ

)3(
- теоретические значения уровней, найденные соответственно 

по уравнениям (I), (II) и (III). 

Остаточная сумма квадратов кусочно-линейной модели равна 

SSS остост
кл
ост

21
  . 

Соответствующее ей число степеней свободы составит 

     kknknkn 212211
  . 

Изменение остаточной дисперсии при переходе от единого уравнения тренда 

к кусочно-линейной модели определяется как разность 

SSS
кл
остостост


3

 ,  

соответствующее ему число степеней свободы равно 

  kkkkknkn 321213
  . 

Расчетное значение F-критерия  

kkk

kkn

S

S
F кл

ост

ост
расч

321

21







. (20) 

сравнивается с табличным Fтабл(α, df1, df2), найденным по таблице критических 

точек распределения Фишера для уровня значимости α и числа степеней свободы 

df1 = k1 + k2 - k3, df2 = n - k1 - k2 . 

Если Fрасч > Fтабл , то гипотеза H0 о структурной стабильности отклоняется, 

и влияние структурных изменений на динамику изучаемого показателя считается 

значимым. В этом случае моделирование тенденции временного ряда необходимо 

проводить с помощью кусочно-линейной модели. В противном случае, когда 

Fрасч < Fтабл, нет оснований отклонять гипотезу H0, и моделирование тенденции 

следует осуществлять с помощью единого для всего ряда уравнения тренда.  

 

9. Моделирование сезонных и циклических колебаний 
Сезонными колебаниями называют изменения уровней ряда, связанные со 

сменой времени года или с регулярно повторяющимися из года в год событиями, 

например, связь изменения температуры воздуха с потребительским спросом, 

объемом товарооборота, энергопотреблением и др. Циклические колебания 

уровней обусловлены социальными, юридическими, экономическими, 
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технологическими факторами (изменение тарифов, повышение заработной платы и 

пенсий и т.п.). 

Сезонные колебания, как правило, имеют характер плавных циклов без 

скачкообразных изменений уровней. Циклические колебания могут иметь резкие 

скачки уровней, несколько максимумов и минимумов за год. 

Наиболее простым подходом к анализу временных рядов, содержащих 

сезонные или циклические колебания, является расчет значений сезонной 

компоненты методом скользящей средней и построение модели временного ряда. 

Если амплитуда колебаний уровней приблизительно постоянна (см. рис. 7), 

строят аддитивную модель, в которой значения сезонной компоненты полагаются 

постоянными для различных циклов, 


tttt syy ˆ  . (21) 

Здесь и далее ŷ
t
 - трендовая, st - циклическая (сезонная),  t

 - случайная 

составляющие (компоненты) уровней ряда.  

 
Рис. 7. Аддитивные циклические колебания 

Если амплитуда сезонных колебаний возрастает (уменьшается) (см. рис. 8), 

строят мультипликативную модель 


tttt syy ˆ  . (22) 
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Рис. 8. Мультипликативные циклические колебания 

Построение этих моделей сводится к расчету значений y
t
ˆ , st ,  t

  для 

каждого уровня ряда и производится в следующем порядке. 

1. Выравнивание исходного ряда методом скользящей средней. 

2. Расчет значений сезонной компоненты st . Необходимо помнить, что в 

аддитивной модели сумма скорректированных сезонных компонент внутри цикла 

равна нулю. В мультипликативной модели произведение скорректированных 

сезонных компонент равно единице. 

3. Устранение сезонной компоненты st из исходных уровней ряда и 

получение выравненных данных ( y
t
ˆ + et) или ( y

t
ˆ · et). 

4. Аналитическое выравнивание уровней ( y
t
ˆ + E) или ( y

t
ˆ · E) и расчет 

теоретических значений y
t
ˆ  по полученному уравнению тренда. 

5. Расчет полученных по модели значений ( y
t
ˆ + st) или ( y

t
ˆ · st) . 

6. Расчет случайных составляющих (ошибок) et . 

Подробнее о моделировании сезонных и циклических колебаний см. в 

[1, 2, 7]. 

 

10. Прогнозирование временных рядов 
Исследование динамики экономических явлений и процессов, выявление и 

характеристика основного тренда развития и моделей взаимосвязи дают основания 

для прогнозирования, т.е. определения будущих размеров уровней показателей, 

описывающих процессы. 

Прогнозирование основывается на предположении, что закономерность 

развития, действующая в прошлом внутри ряда динамики, сохранится и в 

прогнозируемом будущем. Такой прогноз основан на перспективной 

интерполяции. 

Теоретической основой распространения тенденции является инертность 

социально-экономических процессов. Инертность позволяет выявить взаимосвязь 

между уровнями динамического ряда или между группой связных временных 
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рядов. Надежные результаты прогнозирования временных рядов получают, если 

уровни ряда динамики сопоставимы и синтезированы на основе единого 

методологического подхода. 

Применение перспективной экстраполяции в практическом прогнозировании 

основывается на следующих предпосылках: 

1) тенденция развития изучаемого явления графически описывается плавной 

линией; 

2) общая тенденция развития явления в будущем существенно не меняется. 

Надежность прогноза зависит от того, как точны эти предположения в 

действительности, а также как точно охарактеризована выявленная 

закономерность. 

Экстраполяция - это начальная стадия построения прогноза. Механическое, 

без учета условий, предпосылок и содержательного экономического анализа, 

применение экстраполяции может стать причиной неадекватности выводов. 

Чем шире временной горизонт прогноза (чем более долгосрочен прогноз), 

тем очевиднее недостаточность простого метода экстраполяции в результате 

изменения тенденции, влияния новых факторов и т.д. В этом случае динамичность 

экономических процессов противоречит инертности их развития. 

Так как исследуемые временные ряды часто имеют недостаточно большую 

длину n, то временной горизонт прогнозирования ограничен. Поэтому, чем короче 

срок прогнозирования (период упреждения), тем более надежны результаты 

прогноза. За относительно короткий период условия развития процесса не 

успевают измениться, что сохраняет характер его динамики. 

В зависимости от принципов построения и эмпирических данных ряда 

выделяются следующие методы прогнозирования: 

1) по среднему абсолютному приросту; 

2) по среднему темпу роста; 

3) на основе численного сглаживания временного ряда; 

4) на основе аналитического выравнивания временного ряда. 

Прогнозирование по среднему абсолютному приросту может быть 

выполнено в случае линейной тенденции развития. Этот метод основывается на 

предположении о стабильности (равномерности) изменения уровней ряда. 

Для прогнозирования по среднему абсолютному приросту необходимо 

определить средний абсолютный прирост и последовательно увеличивать 

конечный уровень ряда на его величину на требуемое число периодов: 

Tyy
nTn

 
ˆ  , (23) 

где y
Tn

ˆ


 - прогнозируемый уровень ряда; Т - срок прогноза (период упреждения); 

y
n

- последний уровень ряда, за который рассчитан средний абсолютный прирост 

  . 

Следует иметь в виду, что использование среднего абсолютного прироста 

для прогноза возможно только при условии 

pSост

22
   ,                                 
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где      





n

t
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yyp
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2

2

1

2

2

1
 ,   
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




n

t
Tntост yyS

n
1

22 ˆ
1

 . 

Прогнозирование по среднему темпу роста осуществляется, когда общая 

тенденция ряда динамики характеризуется показательной (экспоненциальной) 

кривой. В этом случае для прогнозирования определяют средний коэффициент 

роста K р
 и возводят его в степень, соответствующую периоду прогнозирования: 

Kyy
T

pnTn



ˆ  . (24) 

Если временному ряду соответствует другая закономерность развития, то 

прогнозные значения, полученные по среднему темпу роста, будут отличаться от 

рассчитанных другими способами прогнозирования. 

Рассмотренные два способа прогнозирования являются самыми 

простейшими и приближенными. 

Хорошие результаты при краткосрочном прогнозировании значений 

временного ряда на один шаг вперед по времени (для Т = 1) дает применение 

численного сглаживания, например, метода скользящих средних по m последним 

уровням ряда. Для m = 5 можно воспользоваться формулой  

 yyyyyy
nnnnnn 43211

4258
10

1





 . (25) 

На практике наибольшее распространение получил метод прогнозирования 

на основе аналитического выравнивания временного ряда (на основе уравнения 

тренда). При этом для получения прогнозного значения продолжают значения 

независимой переменной времени за границы исследуемого периода. На рис. 9 

прогнозная часть графика ряда изображена пунктиром. 

 
Рис. 9. Прогноз уровней ряда по мультипликативной модели 

Этот подход прогнозирования предполагает, что уровень ряда динамики 

формируется под воздействием множества факторов, но при этом отдельно 
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влияние каждого из них не выделяется. Следовательно, тенденция развития связана 

не с каким-либо фактором, а с течением времени. 

Путем подстановки срока прогноза Т в уравнение тренда получают 

точечную оценку прогноза y
Tn

ˆ


 (в случае цикличности добавляется сезонная 

компонента). При этом полное совпадение фактического предсказываемого 

значения y
Tn

 и прогнозной оценки маловероятно. Возникновение отклонений 

фактических уровней временного ряда от выравненных по уравнению тренда 

связано со следующими причинами: 

1) всегда существует тренд, который дает более точные результаты при 

описании тенденции, по сравнению с выбранным; 

2) тренд, выбранный для прогнозирования, содержит случайную 

компоненту, так как каждый уровень исходных данных обладает случайной 

компонентой; 

3) выявленная тенденция характеризует движение среднего уровня 

временного ряда, следовательно, возможны отклонения от него. 

При прогнозировании, ввиду приближенного характера прогнозного 

значения, рекомендуется построение доверительного интервала прогноза. В случае 

несложных функциональных форм тренда он имеет вид 

    






 


TkStyTkSty yTnyTn ˆˆ ˆˆ ;  , (26) 

и с вероятностью γ = 1 - α покрывает предсказываемое значение y
Tn

 . Здесь tα – 

критическое значение распределения Стьюдента, найденное по таблице по уровню 

значимости α  и числу степеней свободы k = n - m - 1 , n - длина ряда, m - число 

параметров уравнения тренда, T - период упреждения. Остаточная средняя 

квадратическая ошибка прогноза находится по формуле 

 

1

1

2

ˆ

ˆ












mn

n

t
tTn

y

yy

S  . (27) 

В случае линейной модели коэффициент k(T) определяется по формуле 

 
 

 










tк

tнt

к

tt

tTt

n

n
Tk

2

2
1

, (28) 

где tн, tк - первая и последняя точки временного интервала, на котором проводилось 

оценивание параметров модели, t - середина временного интервала, на котором 

проводилось оценивание параметров тренда:  

2

tt
t

кн


 . 

Если тренд строился по всему ряду, то tн = 1, tк = n, 
2

1 n
t


  . 
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Для параболического тренда tbtbby
t

2
210ˆ    
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В случае отсутствия формулы для расчета коэффициента k(T), полагают, что 

он равен 1. 

Относительная ошибка прогноза  

%100
ˆ











y

yy

Tn

TnTn
Tn

 (30) 

может быть определена только при достижении точки прогноза (момента времени 

t = n + T) , и обычно используется на этапе разработки методики прогнозирования. 

Подробнее о способах прогнозирования см. в [1, 2, 4, 6, 7, 9]. 
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