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Введение 
Математические методы и методы управления

Принятие решения в реальной 
задаче управления − сложная 
проблема, которую традиционно 
решали, опираясь на опыт и 
интуицию, а то и методом проб и 
ошибок.

Успехи использования 
математических методов в 
естественных науках много раз 
наталкивали на мысль приложить их 
и к управленческим задачам.

Это оказывается далеко не просто. Изучаемые 
здесь явления гораздо труднее поддаются 
формализации, если вообще поддаются. 
Приходится производить непростой анализ, 
надеясь так упростить модель, чтобы её можно 
было проанализировать и не потерять при этом 
сути проблемы. 

Несмотря на это, математические модели всё шире 
применяют при изучении таких вопросов, которые 
ранее изучались только на гуманитарном уровне. 
Этот подход позволяет выделять и обобщать 
существенные закономерности, а иногда и 
формулировать решающие рекомендации.
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Вот уже довольно старые данные об использовании
математических моделей в задачах управления 125-ю
крупнейшими корпорациями США (данные 1983 года).

Модель Частота использования (%)

Редко Умеренно Постоянно

Статистический анализ 2 38 60

Имитационное моделирование 13 53 34

Сетевое планирование 26 53 21

Линейное программирование 26 60 14

Теория очередей 40 50 10

Нелинейное программирование 53 39 8

Динамическое программирование 61 34 5

Теория игр 69 27 4

Методы экономико-математического моделирования
предлагают инструменты для рационального принятия
решений в самых различных областях – от
производственного и операционного менеджмента до
инвестиционного анализа и стратегического управления.

 
Исследование операций представляет собой применение
математических методов к проблемам управления, возникающим в
промышленности, деловой сфере, обороне и др. 
Важнейшим этапом при этом является построение математической
модели.

Можно выделить следующие этапы принятия решения

Сформулировать
проблему

Построить новую
или выбрать
существующую

модель

Найти решение в
рамках выбранной

модели

Протестировать
найденное
решение

Внедрение
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Надо подчеркнуть, что хотя математические методы 
дают чёткие ответы на точно поставленные 
вопросы, сами по себе они вопросов не ставят, 
критерии не выбирают и решения не принимают. 
Это - задача менеджера.

Именно менеджер должен увидеть в реальной 
ситуации возможности применения 
соответствующих моделей для повышения 
эффективности управления, собрать необходимую 
исходную информацию. 
А после решения задачи осмыслить полученный 
результат и продумать, как его использовать для 
принятия разумного управленческого решения.

 

Математическое программирование

Целевая
функция

Пример..









≥
≤+

→+=

22

10

max3)(

1

2
2

2
1

3
21

xx

xx

xxxf

Математическое программирование —
дисциплина, изучающая теорию и методы
решения задач о нахождении экстремума
функции на заданном множестве.

Ограничения, определяющие
допустимое множество U
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В зависимости от природы допустимого 
множества U изучают различные виды задач. 
Например:
• задачи дискретного программирования
— если множество U конечно или счётно; 
•задачи линейного программирования,
если все ограничения и целевая функция 
являются линейными;
• задачи нелинейного программирования, 
если ограничения или целевая функция 
содержат нелинейные выражения;
• задачи целочисленного 
программирования — если значения 
переменных являются целыми числами. 

 

Методы решения задач разных
классов совершенно различны и
существенно используют специфику
задачи. 
Например, задача дискретного
программирования при небольшом

размере множества U может быть
решена простым перебором.
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Пример. Задача о назначениях. Требуется 
распределить пять работников на пять 
работ. Эффективность работы зависит от 
опыта и квалификации. Эффективность 
i-го работника на j-й работе (зависящая от 
опыта и квалификации) стоит на 
пересечении i-й строки и j-го столбца 
матрицы























12131

22213

11134

31355

12243

Ответ. f(x)=15. Попробуйте получить больше!

Другими словами, требуется найти пять клеток в 
матрице так, чтобы все они были в разных строках и 
столбцах и сумма чисел была максимальна

Пример. Портфель ценных бумаг.  
Пусть в нашем распоряжении имеется денежная сумма 100. Можно 
приобрести три вида акций. Средняя дневная доходность, 
посчитанная за прошлый год, равна, соответственно, 0,28%, 0,25%, 
0,05%. Дисперсии равны 5, 2, 2 ковариации cov12=3, cov13=4, 
cov23=1. Требуется составить наименее рискованный портфель с 
доходностью 0,2% в день.
Обозначим Xj ─ количество денег, вложенных в акции j-го 
вида. 

1242

32225

3231

21
2
3

2
2

2
1

⋅⋅⋅+⋅⋅⋅+
+⋅⋅⋅+⋅+⋅+⋅=

XXXX

XXXXXDx

За меру рискованности инвестиционного портфеля можно 
принять его дисперсию. 

( )
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0,,
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2,005,025,028,0
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Получим задачу
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Пример. . ЗадачаЗадача оо найменайме работниковработников. Для выполнения некоторого
проекта в течение шести месяцев по нормам требуются следующие
количества работников одинаковой квалификации: 

m1=6, m2=m3=m4=4, m5=5, m6=2,
причем перед началом первого месяца (в нулевом месяце) 
фактически имеется M0 = 2 сотрудника. 

Администрация планирует в конце каждого месяца
корректировать число работающих. 
На прием одного сотрудника необходимо затратить 200 у. е., а
на увольнение — 600 у. е. 
Предполагается, что ежедневные расходы на содержание
избыточного работника составляют 20 у. е., а в случае
нехватки персонала приходится нести затраты в размере
40 у. е. за каждое вакантное место.

Требуется найти оптимальные значения изменений
численности работающих в конце каждого из месяцев, при
которых суммарные издержки за весь рассматриваемый
период будут минимальными.

 
Пример. . Задача определения цены. Пусть у нас есть некоторый
товар и N агентов, которые хотели бы его купить. У каждого агента
есть максимальная цена Ci, по которой он ещё может себе позволить
купить. Товар легко тиражируемый (например, компьютерная
программа), так что можно продать хоть каждому. Но нужно, чтобы
цена была одинакова для всех. Какую цену установить на товар?

Пусть установлена цена X. Тогда товар смогут купить только
те, у кого максимальная цена не меньше X. Тем самым
выручка получится равна

Получается задача максимизации этой функции

1
1

( )XCсучастниковколичествоXXF i ≥⋅=)(

max→F(X)

Например, максимальные цены: 20,15,25,14,15,16,13,11,12. 
Какая цена будет оптимальна здесь?
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 1. Задача нелинейного  
     программирования. 

1.1. Экстремальные задачи без ограничений

В классической постановке такой задачи ограничений нет, а 
целевая функция дифференцируема.

( ) ( )minmax,...,)( 1 →= nxxfxf

Необходимое условие экстремума известно из курса 
математического анализа:

Необходимое условие экстремума. Если в точке 
x0=(x1

0,…,xn
0) функция f(x1,…,xn) имеет экстремум и 

дифференцируема, то в этой точке все 
производные первого порядка равны 0, т.е.

0)( =xgradf

 

Достаточное условие 
формулируется в терминах 
матрицы Гессе - матрицы из 
частных производных второго 

порядка, взятых в точке x0 :
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Для этого применяется критерий Сильвестра.
Введём обозначения:
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Достаточное условие экстремума функции 

нескольких переменных.

Пусть в некоторой точке grad f=0. Тогда

1)Если в этой точке все ∆i>0, то в этой точке минимум.

2)Если в этой точке ∆1<0, ∆2>0, ∆3<0, ∆4>0, и т.д. (знаки 

чередуются), то в этой точке максимум.

Пример. Найти экстремумы функции
2

4
)(

x
xxf +=

Решение. Необходимое условие

20
8

10)()(
3

=⇒=−⇒=′= x
x

xfxgradf

В точке x=2 минимум.

Достаточное условие

( ) 0
32

2424
,

4
//// >===

x
ffH xxxxf

Пример. Найти экстремумы функции ( ) xeyxyxf ⋅+= 2),(

Решение. Необходимое условие

( )
( ) 




=
−=

⇒






=⋅=
=++=

⇒=
0

1

02

01
0)( /

2/

y

x

yef

yxef
xgradf x

y

x
x
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Выпишем матрицу вторых производных

( )
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В точке x= −1, y=0: 
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В точке x= −1, y=0 минимум.ОтветОтвет..

 

1.2. Градиентный метод поиска экстремума функции

Решить в явном виде систему уравнений, составляющую 
необходимое условие экстремума 

0)( =xgradf

можно только в самых простых ситуациях. 

Пример. Найти максимум функции

222sin25100),( yxyxxyxf −−−+=

Такую систему уравнений не решить в явном виде.







=−−=
=−−=

02

04cos25
/

/

yxf

yxxf

y

x

Необходимое условие
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Рассмотрим задачу на максимум. (Задача на минимум
сводится к ней изменением знака функции f(x).)

( ) max,...,)( 1 →= nxxfxf

Как известно, градиентградиент функции показывает направлениенаправление
наискорейшегонаискорейшего возрастаниявозрастания. 

Идея градиентных методов
состоит в том, чтобы, начав
с некоторой точки, сделатьсделать
шагшаг вв направлениинаправлении
градиентаградиента. . 
Затем вычислить новыйновый
градиентградиент и сделатьсделать шагшаг вв
направлениинаправлении егоего. 
И так далее.
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)(1 nnnn xgradfxx ⋅+=+ λ

Выбор чисел nλ в различных разновидностях градиентных
методов производится попо--разномуразному. 

Можно, например, взять

=nλ первое число из списка ;...
8

1
;

4

1
;

2

1
;1

для которого )()( 1 nn xfxf >+

ПримерПример.. Сделаем несколько шагов градиентного метода
для задачи

max2sin25100),( 22 →−−−+= yxyxxyxf

 

1,12046,120)(),1,0;18,1()1,56;04,6(
16

1

16

1

...

1,12074)(),56,1;48,4()1,56;04,6(1

212

212

>≈−=−−+=⇒=

<≈−−=−−+=⇒=

xfxx

xfxx

λ

λ

Шаг 1. Начнём, например с точки x0=(0;0).
f(x0)=100+25sinx0−2x0

2+…=100.
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)0,25();0,25( 01 ⋅+== λxxgradf

1001153)(),0,25()0,25(1 101 <−==+=⇒= xfxxλ

100214)(),0,5,12()0,25(
2

1
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1
101 <−==+=⇒= xfxxλ

1001,120)(),0;56,1()0,25(
16

1

16

1

...

101 >≈=+=⇒= xfxxλ

Шаг 2. x1=(1,56;0).  f(x1)=120,1.
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ИИ тактак
далеедалее
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1.3. Экстремальные задачи с ограничениями 
типа равенств

( ) ( )
( )

( )











=

=
→=

0

...

0

minmax,...,)(

1

1

xg

xg

xxfxf

m

n

Теорема (необходимое условие условного 
экстремума). Пусть в некоторой окрестности точки x0
целевая функция f(x) и ограничения gi(x) 
дифференцируемы и пусть grad(g1), …, grad(gm) 
линейно независимы. Тогда для того, чтобы в точке x0 

был условный экстремум, необходимо, чтобы в этой 
точке grad(f) разлагался по grad(g1), …, grad(gn).

( ) ( ) ( )mm ggradggradfgrad λλ ++= ...11

 
 
 

Задача.. Найти расстояние от точки A(0;2) до параболы
y=x2.

( )




=
→−+

2

22 min2

xy

yx

Решение..

A
M(x,y)

( ) ( ) ( )42;2,2 22 −=−+= yxfgradyxf

( ) ( )1;2, 1
2

1 xggradxyg −=−=

( ) ( )
( )




=
⋅=

01

1

xg

ggradfgrad λ

В этом случае всего одно ограничение, поэтому
необходимое условие экстремума примет вид:
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( ) ( )
⇒
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Три точки, М1 ,М2,М3:

либо0,0 == yx

В точке М1 локальный максимум
расстояния, в точках М2, М3 –минимумы

ОтветОтвет: Расстояние равно ( ) ( ) 75,125,15,1 22

2 =−+=AM

5,1,5,1 ±== xy

A
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2
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1.4. Экстремальные задачи с ограничениями 
типа равенств и неравенств

( ) ( )

( )

( )
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Поэтому при решении таких задач обычно приходится 
отдельно рассматривать внутренние и граничные точки 
области.

Если искомая точка лежит 
строго внутри области, 
(неравенства выполняются 
как строгие), то искать её 
можно обычными методами 
безусловной оптимизации.

Но экстремум может 
достигаться и на границе
(тогда некоторые 
неравенства превращаются 
в равенства).
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Задача. ( )




≤
→−+

2

22 min2

xy

yx

( ) ( ) ( )42;2,2 22 −=−+= yxfgradyxf

2,0... == yx

Решение. 1) Сначала найдём 
экстремальные точки внутри области

Найденная точка не лежит в 
области

2) Теперь найдём точки на границе:
( )





=
→−+

2

22 min2

xy

yx

Как в предыдущем примере, 
получаем две точки минимума

5,1,5,1 ±== xy

Теперь знак 
равенства!
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2.Линейные модели математического  
   программирования. 

2.1. Задача линейного программирования
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Ограничения, определяющие
допустимое множество U, могут

иметь вид равенств или
нестрогих неравенств

В задаче линейного программирования целевая
функция и ограничения линейны:

 
2.2. Примеры задач линейного
программирования

2.2.1. Задача о рационе

Рацион кормления коров на молочной ферме может
состоять из трёх продуктов: сена, силоса и концентрата. 
Эти продукты содержат питательные вещества: белок, 
кальций и витамины. Численные данные приведены в
таблице. 

Белок Кальций Витамины Цена ед.

Сено 50 10 2 30

Силос 70 6 3 40

Концентраты 180 3 1 120

Суточные нормы
потребления

2000 210 87
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Формализация задачи
1. Переменные задачи:
x1 - количество сена;
x2 - количество силоса
x3 – количество концентратов.

2. Целевая функция: стоимость рациона f(x)=…

3. Ограничения:
3.1. По белку: 50 x1 + 70 x2+… ≥ 2000
3.2. По кальцию: …
3.3. По витаминам: …
3.4. Прочие ограничения: …
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2.2.2. Транспортная задача

B1 B2 Наличие
товара

A1 1 4 25

A2 5 6 30

Потребность в
товаре

10 40

Стоимость перевозки
единицы товара

Склады

Магазины
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Формализация задачи

1. Переменные задачи: xij – объём перевозки из Ai в Bj;

2. Целевая функция: стоимость перевозки f(x)=…

3. Ограничения:
3.1. По наличию груза: …
3.2. По потребностям: …
3.3. Прочие ограничения: …
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2.2.3. Задача о раскрое

Из брёвен изготавливаются комплекты брусьев
следующего состава: 
(2 бруса по 0,6 м + 1 брус по 1,5 м + 3 бруса по 2,5 м)
Имеется 100 брёвен длины 3 м. Найти план распила, 
позволяющий получить максимальное количество
комплектов.

Формализация задачи.

1. Переменые задачи. Сначала нужно обдумать, 
какими разумными способами можно распилить бревно.

1) 5 брусьев по 0,6 м.
2) Как ещё?

1) 5 брусьев по 0,6 м.
2) 2 по 0,6 м + 1 по 1,5 м
3) 2 по 1,5 м
4) 1 по 2,5 м
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xj – количество брёвен, распиленных по j-му способу.

2. Целевая функция: количество комплектов f(x)=x5

3. Ограничения:
3.1. По брусьям длины 0,6 м и т.п.: …
3.2. По количеству брёвен: …
3.3. Прочие ограничения: …

x1,x2,x3,x4 – этого не хватает. 
Нужно ещё x5 – количество комплектов.
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Деревья выращиваются и продаются в партиях по 1000 
штук. Требуется 1,5 га для выращивания одной партии 
деревьев и 4 га для вскармливания одного бычка. 
Лесничество может потратить только 200 ч. в год на свое 
побочное производство. Практика показывает, что требуется 
20 ч. для культивации, подрезания, вырубки и пакетирования 
одной партии деревьев. Для ухода за одним бычком также 
требуется 20 ч. Лесничество имеет возможность 
израсходовать на эти цели 6 тыс. руб. 

Годовые издержки на одну партию деревьев выливаются в 
150 руб. и 1,2 тыс. руб. на одного бычка. Уже заключен 
контракт на поставку 2 бычков. 

По сложившимся ценам одна новогодняя ель принесет 
прибыль в 2,5 руб., один бычок - 5 тыс. руб. 

Пример. Оптимизация размещения побочного производства 
лесничества
Лесничество имеет 24 га свободной земли под паром и заинтересовано 
извлечь из нее доход. Оно может выращивать 
� саженцы быстрорастущего гибрида новогодней ели, которые достигают 
спелости за один год, или 
� бычков, отведя часть земли под пастбище. 

2.2.4. Другие примеры
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1. Переменные задачи:
x1 - количество откармливаемых в год бычков;
x2 - количество выращиваемых в год партий новогодних елей.

2. Целевая функция: прибыль
f(x) = 5000 x1 + 2500 x2 � max,

где 5000 - чистый доход от одного бычка, руб.;
2500 - чистый доход от одной партии елей (1000 шт. по 2,5 

руб.).

3. Ограничения:
3.1. По использованию земли, га: 4 x1 + 1,5 x2 ≤ 24
3.2. По бюджету, руб.: 1200 x1 + 150 x2 ≤ 6000
3.3. По трудовым ресурсам, ч: 20 x1 + 20 x2 ≤ 200
3.4. Обязательства по контракту, шт.: x1 ≥ 2
3.5. Прочие ограничения: x2 ≥ 0

Формализация задачи

 

2.3. Формы записи ЗЛП

2.3.1. Каноническая форма записи
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Или коротко в
матричной
форме:
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2.3.2. Сведение к канонической форме записи
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max32Пример.

1. Переделаем max в min .
2. Чтобы превратить 

неравенства в 
равенства, введём две 
новые 
неотрицательные 
переменные, x4 и x5 и 
перепишем неравенства 
так: 
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3. Переменная x3 принимает любые значения. От неё 
надо избавиться. Выразим её из какого-нибудь 
уравнения, (а само это уравнение вычеркнем) и 
подставим во все остальные и в целевую функцию

( )

( )
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Раскрыв 
скобки, 
получаем 
каноническую 
форму записи
исходной 
задачи
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Задача. Записать в канонической форме

1. Преобразовать неравенства в равенства.
2. Избавиться от x1.
3. Избавиться от x3.

3  

Если две 
переменных

2.4. Графический метод решения ЗЛП

Пример 1. ( ) ( )
( )
( )
( )
( )
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3

1 2 Максимум – в точке 
пересечения прямых 1 
и 2. Решая систему из 
двух уравнений, 
находим: xmax=(3;2), 
fmax=13.
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Пример 2. ( ) ( )
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( )
( )
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Максимум – во всех 
точках красного 
отрезка. Для всех этих 
точек fmax=7.

 
 

Пример 3. ( ) ( )
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Максимума нет, 
значение целевой 
функции можно 
увеличивать 
неограниченно3

2
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Пример 4. ( ) ( )
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( )
( )
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Минимум – в точке 
пересечения прямых 1 
и 2. Решая систему из 
двух уравнений, 
находим: xmin=(1;1), 
fmin=-1.

А это максимум

 
2.5. Некоторые выводы

В зависимости от вида допустимого
множества U в ЗЛП может встретиться
только один из следующих случаев:
• Ровно одно решение;
• Бесконечное множество решений; 
• Нет решений, , так как целевая
функция неограниченна;;
•• Нет решений, , так как система
ограничений противоречива. 

Если решение есть, то максимум или минимум
достигается хотя бы в одной угловойугловой точке. То
есть достаточно проверить только угловыеугловые точки
множества U

 



28  28   26   
 

2.6. Системы линейных уравнений. 
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Пришло время восстановить в памяти некоторые 
сведения о системах линейных уравнений.

BAx =
или коротко в 
матричной форме:

Будем говорить, что переменная xj является 
базисной в i-м уравнении, если

1. В этом уравнении коэффициент при xj равен 1.
2. В остальных уравнениях этой переменной нет.

 

Алгоритм
метода Гаусса

Да

Н
е
т

Перенести все небазисные
(“ свободные”) переменные
в правую часть и
записать ответ

� Если это уравнение
имеет вид
0=“не ноль”, 
то система
несовместна и
решение закончено.

� Если это уравнение
имеет вид 0=0, то
вычеркнуть его.

� Иначе выделить в
этом уравнении
базисную
переменную.

Есть ли
уравнение

без базисных

переменных?
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Пример. 
Решить систему
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«Генеральный 
элемент»

 

















25,10

25,1

5,5

025,810

125,100

05,401













−
−=
−=
−=

любое

,25825,10

,25125,1

,545,5

3

32

34

31

x

xx

xx

xx

Переменные x1,x4,x2 –
базисные, x3 – cвободная.

Общее 
решение

Если вместо свободных переменных 
подставить любые числа, получится 

частное решение
Например, x3=1,x1=1,x4=0,x2=2.
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2.7. Симплекс-таблица. 

БП \ СП … … … Правая 
часть

…

…

…

Базисные переменные удобно выделять при помощи 
симплекс-таблицы.

Базисные переменные. 
Если нет, пишется прочерк

Свободные 
переменные

 
Пример. . 
Решить систему
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Заполним симплекс-таблицу

Пока базисных переменных нет ни в одном уравнении.
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Порядок работы.
1. Выберем уравнение, в котором будем выделять БП, 
и саму БП.

2. Пересчитаем новую таблицу 
3. И т.д.

05113

21212

32201

\ 4321

−−
−−

−−
ПЧxxxxСПБП

Пусть, например, мы решили выделить БП x1 во 
втором уравнении. Обведём кружком “генеральный 
элемент”:

 

Пересчёт симплекс-таблицы.

1. Генеральный элемент заменяется 
на обратный: Г→1/Г

2. Генеральная строка делится на 
генеральный элемент: Б→Б/Г

3. Генеральный столбец делится на 
генеральный элемент с обратным 
знаком. А→-А/Г

4. Остальные пересчитываются по 
правилу прямоугольника: 
В→(В·Г−A·Б)/Г

5. Столбец, в котором СП = прочерк
вычёркивается

............

......

............

......

............

БГ

ВA

4  
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2.8. Опорные планы ЗЛП

( )
( )
( )
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20
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0min)(

x

BAx

cxxfРассмотрим ЗЛП 
в канонической 
форме:

1. Вектор x=(x1,x2,…,xn), удовлетворяющий всем 
ограничениям (1),(2), называется планом задачи.

2. Вектор, на котором достигается min называется 
оптимальным планом задачи.

3. Пусть в системе уравнений AX=B уже выделены БП во 
всех уравнениях. Если значения всех СП в плане равны 0, 
то план называется опорным.

 

2.9. Основная теорема

Таким образом, найти оптимальный план в
принципе можно, перебрав все опорные.

Но есть более эффективный алгоритм, 
называемый симплекссимплекс--методомметодом

Теорема.. Пусть ЗЛП имеет хоть один
оптимальный план. Тогда существует
оптимальный план, являющийся опорным.

2.10. Симплекс-метод

Симплекс-метод можно использовать, если
1. ЗЛП уже записана в канонической форме
и

2. В каждом уравнении уже есть БП
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Пример. 
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Сейчас x=(0;0;6;12;0), f=0.

Если увеличить значение x1, то значение функции возрастёт, 
это не нужно.

Если увеличить значение x2, то значение функции уменьшится, 
это хорошо. Насколько можно увеличить x2?

Если увеличивать значение x2, то x4 будет уменьшаться, и при 
x2=12/3=4 станет равно 0. Дальше нельзя (x4≥0).

Из другого уравнения: x2 нельзя сделать больше 6/2=3. При 
этом x3 станет =0.

Итак, сделаем x2 базисной, а x3 свободной (=0). Целевая 
функция уменьшится.

 

• Если есть отрицательный коэффициент, то просматриваем этот
столбец в таблице. Если все коэффициенты в этом столбце в
уравнениях равны 0 или отрицательны, то задача не имеет
решения, целевая функция неограниченна

• Если все коэффициенты в целевой функции неотрицательны, то
найден оптимальный план

Алгоритм симплекс-метода
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• Если в этом столбце есть положительные, то выбираем из них тот, 
для которого отношение к нему правой части наименьшее. Это
будет новый генеральный элемент
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−
−

−−
Пример. . 

3/53/13/4

3/163/23/14

3/23/23/11

06

\

5

3

1

42

x

x

x

f

ПЧxxСПБП

−−
−

2

4

3

5 <








=
3

5
;0;

3

16
;0;

3

2
minx

 

Пример. 













≥
≤+−
≤++
→−−=

0

622

452

min1223

3,2,1

321

321

3211

x

xxx

xxx

xxxf













≥
=++−
=+++
→−−=

0

622

452

min1223

5,4,3,2,1

5321

4321

3211

x

xxxx

xxxx

xxxf

6221

4512

1223

\

5

4

321

−

−−−

x

x

f

ПЧxxxСПБП

Уже есть 
БП в 
каждом 

уравнении
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141225

4512

227

\

5

2

341

x

x

f

ПЧxxxСПБП

−−
12

14

5

4 <

5/225/125/25/1

5/45/15/15/2

5/25/125/39

\

5

3

241

−−

−

x

x

f

ПЧxxxСПБП

5

48
1223

5

4
;0;0

321min

min

−=−−=








=

xxxf

x

 

Пример. 













≥
=++−
=++−
→−−=

0

8422

2342

min6

5,4,3,2,1

5321

5432

321

x

xxxx

xxxx

xxf

8422

2342

061

\

1

4

532

−
−

−−−

x

x

f

ПЧxxxСПБП
Уже есть 
БП в 

каждом 
уравнении

10721

12/322/1

2/382/1

\

1

2

534

−
−

−−

x

x

f

ПЧxxxСПБП

Нет решений, так 
как целевая 
функция 
неограниченна
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2.11. Построение начального плана. М-метод

Как уже отмечалось, для начала работы симплекс-метода
требуется наличие (неотрицательных) базисных переменных
в каждом уравнении. Если это условие не выполняется, то
используют так называемый ММ--методметод.

Пример..

( )














≥
=+−+
=++
=−+
→−+=

0

542

25

362

min2022

5,4,3,2,1

5431

542

531

543

x

xxxx

xxx

xxx

xxxxf
Здесь нет базисных
переменных в
первом и третьем
уравнении. 
Добавим
искусственные.

 

( )














≥≥
=+−++
=++
=−++
→−+=

0,0

542

25

362

min2022

2,15,4,3,2,1

54312

542

5311

543

ξ
ξ

ξ

x

xxxx

xxx

xxx

xxxxf Но нам нужно, чтобы
искусственные
переменные в конце
концов
обратились в 0! 

Для этого изменим
целевую функцию.

Пусть M – очень большое положительное число. Прибавим к
целевой функции M·(ξ1+ξ2)= M·(3-x1-2x3-…+5-2x1-…):

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) min82202323

min23382022

)(

5431

5431543

21

→++−+++−+−=
=→++−−+−+=

=+⋅+=

MxMxMxMMx

xxxxMxxx

Mxfxg ξξ

Получаем так называемую М-задачу

5
5  
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54112

25100

36021

2202323

\

2

2

1

5431

−

−
−+−+−−

ξ

ξ
x

MMMMg

ПЧxxxxСПБП

2/7712/12/3

25100

2/3302/12/1

7142
2

3
1

2

3
1

\

2

2

3

5411

−−

−

−−−++−−−

ξ

ξ

x

x

MMMMg

ПЧxxxСПБП

Пока не план: не все ξ равны 0.
 

3/73/143/2

251

3/13/163/1

3/283/4

\

1

2

3

542

−

−
−−

x

x

x

g

ПЧxxСПБП ξ

15/715/145/8

5/25/15/1

15/3715/165/7

15/285/16

\

1

5

3

24

−−

−

x

x

x

g

ПЧxxСПБП
Оптимальный план: 
xmin =
(7/15; 0; 37/15; 0; 2/5)

fmin = 2x3+2x4 − 20x5=…
= −46/15

План: 
x = (7/3; 2; 1/3; 0; 0)

f =2x3+2x4−20x5=…
= 2/3
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Алгоритм
М-метода

Решить М-задачу

Все ли ξ
обратились

в 0?

Составить М-задачу:
1. В уравнения, где нет

БП, добавить
искусственные БП ξj.

2. Изменить целевую
функцию, добавив
слагаемые с М.

Записать ответ Да

Не
т

Нет решений, так как
исходная система
ограничений
противоречива

 

1) Запишем в
канонической форме:

ПримерПример..













≥
≤−
≥+
→−−=

0

62

82

max42

2,1

21

21

21

x

xx

xx

xxf

РешениеРешение..













≥
=+−
=−+
→+=

0

62

82

min42

4,3,2,1

421

321

211

x

xxx

xxx

xxf

2) Добавим
искусственные БП, где
необходимо:













≥≥
=+−
=−++
→+=

0,0

62

82

min42

114,3,2,1

421

3211

211

ξ

ξ

x

xxx

xxx

xxf 3) Вычислим новую
целевую функцию:

( )
( ) ( ) MMxxMxM

xxxMxx

Mfg

8242

2842

321

32121

1

++−+−=
=+−−++=

=⋅+= ξ
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4) Составим М-
задачу и запишем 
в таблицу:

6012

8121

242

\

4

1

321

−
−

−−−

x

MMMf

ПЧxxxСПБП

ξ

5) Решим М-задачу

302/12/1

512/52/1
2

5
5

2

1
1

\

1

1

324

−
−−

−−+−

x

MMMf

ПЧxxxСПБП

ξ

 

6) Решение закончено. 
Все ξ равны 0.

4.........

2.........

2...0

\

1

2

314

x

x

f

ПЧxxСПБП

−
ξ

Оптимальный план: 
xmax = (4; 2)

fmax = −2x1−4x2 = −16

ПримерПример..

( )














≥
=+−−
=+
=−+−
→++=

0

152

322

14

min22

3,2,1

321

31

321

321

x

xxx

xx

xxx

xxxxf
Добавим искусственные
БП и запишем М-задачу:
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1521

3202

1411

3221

\

3

2

1

321

−−

−−
−−+

ξ
ξ
ξ

MMg

ПЧxxxСПБП

5/15/25/1

5/135/45/12

15/95/35/9
5

1

5

2

5

3

5

7
\

3

2

1

21

−−

−−

−−−−

x

MMg

ПЧxxСПБП

ξ
ξ

 

12/5...

12/13...

4/15...

3/7

\

3

1

1

2

x

x

g

ПЧxСПБП

ξ
−

Решение закончено. 
Не все ξ равны 0, 
следовательно…

Задача не имеет 
решения, так как 
исходная система 
ограничений 
противоречива.
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3. Транспортная задача в матричной 
    форме. 

3.0. Введение

Классическая транспортная задача имеет своей целью
минимизацию транспортных издержек при перевозке
однотипного продукта от нескольких поставщиков, 
расположенных в разных местах, к нескольким потребителям.

Это – специальный тип задач линейного
программирования, для которого существуют
исключительно эффективные методы решения.

Замечание. В этот класс попадает и немало задач, в
которых ничего не перевозится, но которые можно
переформулировать в нужном ключе.

 
3.1. Постановка задачи

Формулируется задача следующим образом:

� Имеется m пунктов отправления (или пунктов производства) А1
…, Аm, в которых сосредоточены запасы однородного продукта в
количестве a1, ..., аm единиц.

� Имеется n пунктов назначения (или пунктов потребления) В1, 
..., Вm, потребность которых в этом продукте составляет b1, ..., bn
единиц. 

� Даны транспортные расходы Сij, связанные с перевозкой
единицы продукта из пункта Ai в пункт Вj

� Требуется составить такой план перевозок (откуда, куда и
сколько единиц продукта везти), чтобы удовлетворить спрос всех
пунктов потребления при минимальной общей стоимости всех
перевозок.
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Транспортная задача является частным случаем задачи
линейного программирования. Обозначим через Xij объём
перевозки из пункта Ai в пункт Bj. Тогда получается
следующая ЗЛП:

( )
( )















≥

==

=≤

→=

∑

∑

∑

0

,...,1

,...,1

min)(
,

ij

j
i

ij

i
j

ij

ji
ijij

x

njbx

miax

xcxf

НеобходимоеНеобходимое ии достаточноедостаточное условиеусловие разрешимостиразрешимости такой
транспортной задачи : потребность не превосходит наличия:

∑∑ ≤
i

i
j

j ab

 

Транспортную задачу можно решать обычным М-методом, но 
есть более удобные способы.

Задача называется замкнутой, если суммарная потребность 
равна суммарному наличию:

∑∑ =
i

i
j

j ab

B1 B2 Наличие 
продукта

A1 1 4 25

A2 5 6 30

Потребность 
в продукте

10 40

Пример.

Склады

Магазины

Стоимости перевозки
единицы продукта6  
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≥
=+
=+
≤+
≤+
→+++=

0

40

10

30

25

min654)(

2212

2111

2221

1211

21211211

xВсе

xx

xx

xx

xx

xxxxxf

Решим с использованием программы MS Excel

1) Запишем
исходные
данные и
формулы в
ячейки:

 

2) Вызовем надстройку ПоискПоиск решениярешения и заполним ячейки диалога.
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3) Нажмём кнопку ВыполнитьВыполнить и получим

Минимальные транспортные расходы 220 достигаются при
указанных объёмах перевозок со складов потребителям. 

На складе A2 при этом останется ещё 5 единиц продукта (задача
была незамкнутая, продукта было больше, чем требовалось
потребителям).

 
3.2. Замкнутая ТЗ в матричной форме

Напомним, что задача называется замкнутой, если
суммарная потребность равна суммарному наличию:

∑∑ =
i

i
j

j ab

В это случае, очевидно, остатков не будет, так что
неравенства превращаются в равенства:

( )
( )
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==

==
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∑
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∑
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,...,1

,...,1

min)(
,

ij

j
i

ij

i
j

ij

ji
ijij

x

njbx

miax

xcxf

3.23.2.1..1. КоличествоКоличество базисныхбазисных переменныхпеременных
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Всего ограничений типа равенств m + n, но легко 
понять что одно из них (любое) является 
следствием остальных. Поэтому

� В замкнутой матричной ТЗ количество
базисных переменных равно m + n -1, 
остальные свободные.

� Другими словами, в опорном плане из 
возможных m·n перевозок только m + n −1
могут быть отличны от нуля.

 
 

Алгоритм
решения транспортной

задачи

Проверить его на 
оптимальность

Составить начальный 
план

План 
оптималь-
ный?

Записать 
ответ

Да

Улучшить план

3.2.2.
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3.2.3. Построение начального плана методом
наименьшей стоимости

АлгоритмАлгоритм::

1. Выбрать клетку с наименьшей стоимостью перевозки из
оставшихся.

2. Записать в нее максимально возможную перевозку. В том
числе и 0, если максимально возможная равна 0.

3. Соответственно откорректировать наличия и потребности. 
Хотя бы одно из них обратится в 0.

4. Вычеркнуть строку или столбец, для которого
соответствующее число обратилось в 0. Если обратились в 0 
оба, вычеркнуть только одно! При возможности выбора
никогда не вычёркивать последнюю оставшуюся клетку.

5. Перейти к п. 1.

6. Если всё было правильно, план содержит m + n ─1 не
вычеркнутую клетку

 

80/8020301020

20
3724

20
4367

40
8323

Пример..

2030020

20
3724

20
4367

30
83

10

23

X

X
200020

20
3724

20
4367

0
8

30

3

10

23

X

X

X

X

200020

20
3724

20
4367

0
8

30

3

10

2

0

3

X

X

X

X

X

00020

0
20

3724

20
4367

0
8

30

3

10

2

0

3

X

X

X

X

X

X
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0000

0
20

372

0

4

0
436

20

7

0
8

30

3

10

2

0

3

X

X

X

X

X

X

00020

0
20

372

0

4

20
4367

0
8

30

3

10

2

0

3

X

X

X

X

X

X

Получен
начальный план
перевозок. Его
стоимость: 
f = 3·0 + 2·10 + 
3·30 + 7·20 + 4·0 
+ 3·20 = 310

60201030

30
4467

30
1872

20
4364

40
3958

Задача.. Построить начальный план перевозок по методу
наименьшей стоимости и найти его стоимость

Сколько
должно быть
базисных
клеток?

 

3.2.4. Проверка плана на оптимальность 
методом потенциалов

Алгоритм проверки:

� Каждому пункту отправления Ai (соответственно, пункту 
назначения Bj) приписать число (называемое потенциалом) ui

(соответственно, vj) так, чтобы для любой базисной клетки 
выполнялось условие

vj-ui=cij. 
Потенциал одного из пунктов полагается равным 0.

� Если для всякой свободной клетки

γij= cij – (vj-ui) ≥ 0,
то план оптимальный. Иначе план можно улучшить.
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20

372

0

4

436

20

7

8

30

3

10

2

0

3

X

X

X

X

X

X

γ14=8− (2−0)≥0

γ22=6−(2−(−4))≥0

γ23=3−(3−(−4))<0→План не оптимальный

Пример.
0

3 2 3

- 4

- 1

2

Задача. Проверить на 
оптимальность план

4

10

46

20

7
30

1872

4

10

3

10

64
30

395

10

8

 
3.2.5. Улучшение плана

АлгоритмАлгоритм::

� Выбрать любую из свободных клеток, для которой

γij= c ij – (vj-u i) < 0,,
� Построить для неё цикл пересчёта.

� “Сдвигом” по этому циклу найти новый план.

Цикл пересчёта – это замкнутая ломаная
по клеткам таблицы, удовлетворяющая
условиям:

1. Все вершины, кроме первой – в
базисных клетках.

2. Угол между соседними звеньями равен
900.

Вершины цикла помечаются
чередующимися знаками +, -, +, - …

7
7
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Для каждой свободной клетки существует 
единственный цикл пересчёта!

Пример.

20

372

0

4

436

20

7

8

30

3

10

2

0

30

3 2 3

- 4

- 1

2

+

+

-

-
Цикл для клетки 23

Задача. Найти цикл для 
клетки 12

4

10

46

20

7
30

1872

4

10

3

10

64
30

395

10

8
+

+

+

-

-

-

Найти цикл для клетки 24

Найти цикл для клетки 32

Задача.

 

Сдвиг по циклу делается следующим образом.

1. Вычислить

δδ= min = min xxijij,,
где минимум берётся по клеткам цикла, помеченных минусом

2. Ко всем перевозкамперевозкам в клеткам цикла, помеченным плюсом, 
прибавить δ, из остальных перевозок цикла вычесть δ. 

3. При этом хотяхотя быбы однаодна из клеток цикла станетстанет нулевойнулевой. 
ВычеркнутьВычеркнуть однуодну такую клетку.

Пример..

20

372

0

4

436

20

7

8

30

3

10

2

0

30

3 2 3

- 4

- 1

2

+

+

-

-

δ=min(30,20)=20

20

372

0

4

4

20

36

0

7

8

10

3

10

2

20

3

X
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Продолжим решение задачи. Вычислим потенциалы и проверим
полученный план на оптимальность

20

372

0

4

4

20

367

8

10

3

10

2

20

3

δ=min(10,0)=0

0

3 2 3

0

- 1

2

Все γij≥0

План оптимальный.

Затраты на перевозки:
f(x)=20·3+10·2+10·3+20·3+20·3.

γ32=2-(2-(-1))<0→План не оптимальный+

-+

-

20

37

0

2

0

4

4

20

367

8

10

3

10

2

20

3

X

0

3 2 3

0

0

3

γ14=8-(2-0)≥0

γ21=7-(3-0)≥0

…

 

15121816

11
1854

14
2215

16
1643

20
7932

Задача..
1) Проверим, является ли
задача замкнутойзамкнутой.

Решение..

16+18+12+15=20+16+14+11

2) Составим начальный план

XXX

XXX

X

XX

1

11

854

22

14

15
15

1

1

6

0

43

79

4

3

16

2

Количество базисных клеток
m+n-1=4+4-1=7 - верно

3) Проверим на оптимальность.
Сначала найдём потенциалы.

0532

3

2

1

0

−

−

Вычислим γij для свободных
клеток

γ33= 2-(5-2)<0
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4) Улучшим план. Сначала
найдём цикл пересчёта

5) Проверим на оптимальность.
Сначала найдём потенциалы.

0432

4

2

1

0

−

−
Вычислим γij для свободных
клеток

γ44= 1-(0+4)<0

1

11

854

22

14

15
15

1

1

6

0

43

79

4

3

16

2

Теперь сделаем сдвиг по циклу

δ=min(14,1)=1

1

11

854

2

1

2

13

15
15

16

1

43

79

4

3

16

2

X

6) Улучшим план. δ=min(15,13,11)=11

 
 

7) Проверим на оптимальность.
Сначала найдём потенциалы.

0432

1

2

1

0

−

−

11

1854

2

12

2

2

15
4

16

12

43

79

4

3

16

2

X

Все γij≥0

План оптимальный.

Затраты на перевозки:
f(x)=16·2+4·3+…=133.

3.3. Незамкнутая ТЗ в матричной форме

304520

35
951

40
284

75
637ПримерПример.. Объём ресурсов =150.

Объём потребностей = 95 <150

Задача не замкнутая.

Вводится фиктивный
потребитель
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55304520

35
0951

40
0284

75
0637 Задача теперь замкнутая. 

Решим её любым способом.

15

095

20

1
10

0

30

284
30

06

45

37

…

Оптимальный план перевозок:

В первом пункте останется не
вывезено 30 единиц продукта, 
во втором 10, в третьем - 15

Затраты на перевозки: f(x)=…

 

3.4. ТЗ с дополнительными условиями

304520

35
951

40
284

75
637Пример.. Та же транспортная задача, но

дополнительно требуется, 
чтобы обязательно всё было

вывезено с 1 склада.

Решение..

55304520

35
0951

40
0284

75
1000637

Установим запретительнуюзапретительную

ценуцену на соответствующую
“перевозку”.
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304520

35
951

40
284

75
637Пример.. Та же задача, но дороги 1->2 и

3->3 закрыты на ремонт.

Решение..

55304520

35
0100051

40
0284

75
1000610007

Установим запретительные

цены на соответствующие
перевозки.

 

3.5. Задачи, сводящиеся к транспортным

Пример.. Необходимо распределить специалистов трёх
профилей (соответственно, 60,30 и 40 человек) на 4 вида работ. 
Потребность в специалистах, соответственно, 20, 40, 25 и 45. 
Cij – эффективность использования специалиста i-го профиля
на j-й работе.

















=
9075

6804

0257

CРешение..

Задача похожа на
транспортную, но
требуется найти не
минимум, а максимум. 
Поэтому…

45254020

40
9075

30
6804

60
0257

−−−

−−−

−−−
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Ответ..

40

9075
5

6

25

804

02

40

5

20

7

−−−

−−−

−−−

Пример Составить оптимальный план посева 4 культур
(рожь, пшеница, кукуруза, горох) на посевной
площади 3-х хозяйств.

План
(т)

Урожай-
ность
(ц/га)

Себест. 1т в
первом
хозяйстве

Себест. 1т
во втором
хозяйстве

Себест. 1т в
третьем
хозяйстве

Рожь 300 20 25 35 30

Пшеница 1800 30 30 40 15

Кукуруза 1600 80 15 10 20

Горох 1000 50 10 20 15

Посевная
площадь, га

300 500 400

 
Формализация задачи

1. Переменые задачи:

xij – площадь в га под i-ю культуру в j-м хозяйстве

2. Целевая функция: себестоимость f(x)=2·25·x11+ 3·30·x21+…+
+ 5·15·x43 = 50x11+90x21+…+75x43→min

3. Ограничения:
3.1. Рожь: x11+x12+x13= 300/2=150
3.2. Пшеница: x21+x22+x23= 1800/3=600
3.3. Кукуруза: …
3.4. Горох: …
3.5. Посев. площадь 1 хоз: x11+x21+x31 +x41 ≤ 300
3.6. Посев. площадь 2 хоз: x21+x22+… ≤ 500
3.7. Посев. площадь 3 хоз: …

Получилась транспортная
задача

200200600150

400
751604560

500
1008012075

300
501209050
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Решение……

Ответ..

075160

400

4560
50

0100

200

80

100

120

150

70

0

200

50120

100

9050

Пример.. Строительный песок добывается в 3-
х карьерах и доставляется на 4 стройплощадки. 
Ai – производительность карьера (т/день)

Bi – потребность в песке (т/день)

Di – затраты на добычу т. песка (руб.)

Сij – транспортные расходы (руб.)

1495370

3461134

2523446

45303540

i

ij

A

DB

Фи
кт
ив
на
я

ку
ль
ту
ра

 

Решение

1495370

3461134

2523446

45303540

i

ij

A

DB

45303540

70
51064

34
7944

46
7456

Добавим

Добавим
затраты

затраты
нана добычу

добычу

ии тт..дд……

8
8

 



57  57   55   
 

4. Динамическое программирование. 

4.0. Введение

Подход ДП:: исходная задача разбивается на
более мелкие подзадачи и
оптимальное решение каждой подзадачи
используется в качестве исходных
данных для следующих.

Многие задачи оптимизации (в частности, 
многие задачи оптимального управления) 
эффективно решаются так называемым
методом динамического
программирования (ДП)

 

4.1. Постановка задачи оптимального управления

Пусть мы сумели разбить задачу на m шагов (этапов). 

� Обозначим через xi (i=0,...,m) состояние системы на i-м шаге. 

� Из одного состояния в другое система переходит под
действием принятого нами на этом шаге решения, называемого
управлением. Пусть yi (i=1,...,m) − управление на i-м шаге. 

� Следующее состояние xi определяется значениями xi-1 и yi:
x i=f i(x i−1,y i).

� Таким образом, управления y1,…,ym переводят систему из

начального состояния x0ЄX0 в конечное xmЄXm. 

Здесь X0 и Xm − множества допустимыхдопустимых начальныхначальных ии конечныхконечных
состоянийсостояний системы.

 



58  58   56   
 

Сформулируем теперь задачу оптимального управления

Требуется выбрать управления y1,…,ym так, чтобы
1) система перешла в допустимое конечное
состояние

и при этом

2) целевая функцияW(x0,y1,x1,y2,…,ym,xm)
достигла максимального (или минимального) 
значения.

Метод динамического программирования применяется
в случае, когда
� целевая функцияW имеет вид суммы слагаемых, 
относящихся к отдельным этапам:

( )∑
=

−=
m

i
iii yxW

1
1,ϕ

 

4.2. Принцип оптимальности Беллмана

В основе метода ДП лежит принцип
оптимальности, сформулированный Р. 
Беллманом:

Пусть мы ужеуже выбраливыбрали управления y1,…,yk, 
Нам остаётся выбрать оставшиеся

управления yk+1,…,ym. Тогда
если завершающая часть процесса не
будет оптимальной, то и весь процесс
управления не будет оптимальным
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( )
( ) ( )( ) ( )[ ].,,max

,0

11 yxyxfWxW

xW

iiii
y

i

m

−− +=
=

ϕ

Обозначим через Wi(x) максимально возможное значение
суммы оставшихся слагаемых целевой функции, если на i-м
шаге система оказалась в состоянии x. Тогда

Решение задачи оптимального управления
методом ДП находится последовательным

вычислением величин Wm, Wm-1, …,W0=W*, 
вместе с соответствующими оптимальными

управлениями yi и состояниями xi

Уравнение
Беллмана

 

9

18

9

5
15

12

8

9

14

4
14

14

5
3

18
7

8

6 2

5 3

4

1

4.3. Примеры задач динамического программирования

4.3.1. Задача о нахождении кратчайшего пути

Пример. . Найти кратчайший путь из вершины 1 в вершину 8. 

d(x,y) – длина
дороги из пункта x в

пункт y
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9

18

9

5
15

12

8

9

14

4
14

14

5
3

18
7

8

6 2

5 3

4

1

00

1818

1414

99

1414

∞∞

∞∞

∞∞

( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ] .),(min,min

.,08

1

00














+=

∞==

+ yxdyWxWxW

остWW

i

xпункта
соседямпо

ii

Обозначим через Wi(x)

длинудлину кратчайшегократчайшего путипути вв
вершинувершину 8,8, еслиесли нана ii--мм
этапеэтапе мымы оказалисьоказались вв

пунктепункте xx. Тогда

Номер этапа – количество шагов пути

WW11

WW22

WW33

WW44

2727

1313

1919

2929

2222

2727

1818

2121

2626

WW55

 

Выделенная сумма денежных средств должна быть

распределена междуm предприятиями.

4.3.2. Задача о распределении инвестиций

� xi − количество денег, вкладываемых в i-е предприятие,

�φi(xi) − прирост продукции на нём при получении этих средств.

Требуется распределить деньги так, чтобы получить

максимальный суммарный прирост продукции.

( ) ( )
( ) ( ) ( ){ }yyxWxW

xxW

kk
xy

k ϕ
ϕ

+−=
=

−≤≤ 1
0

11

max

Обозначим через Wk(x) максимальный прирост, который

можно получить, если суммусумму xx распределитьраспределить толькотолько между

первыми k предприятиями. Тогда
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Пример.. Сумму в 100 тыс. $ требуется распределить между 4 
предприятиями. Исходные данные приведены в таблице.

Сумма
(тыс. $)

Прирост продукции на предприятии

№1 №2 №3 №4

0 0 0 0 0

20 10 11 13 12

40 17 33 29 35

60 41 45 38 40

80 48 51 49 54

100 56 68 61 70

Решение.. На первом этапе у нас только первое предприятие.

( ) ( ) ( ) ( ) 56100...,,1740,1020,00 1111 ==== WWWW

 
На втором этапе – первые два предприятия.

( )
( ) ( ) ( ){ }

{ }
( ) ...40

);20(1109,110max

09,200max20

;00

2

222

2

=
=++=

=++=
=

W

W

W

ϕϕ

( ) ( ) ( ) ( ){ } ...209,017,400max40 2222 =+++= ϕϕϕW

( ) { } )40(33017,119,330max402 =+++=W

( ) ( ) ( ){ } ...,...409,600max60 222 =++= ϕϕW

( ) { } )60(45041,1117,3310,450max602 =++++=W

( ) ( ) ...100...,80 22 == WW

( ) )60(55802 =W ( ) )40(741002 =W

( ) ( )

6856100

514880

454160

331740

111020

000
21 xxW ϕ

Только
первое
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На третьем этапе – первые три предприятия.

( )
( ) ( ) ( ){ }

{ }
( ) ...40

);20(13011,130max

011,200max20

;00

3

333

3

=
=++=

=++=
=

W

W

W

ϕϕ

( ) ( ) ( ) ( ){ } ...033,112011,400max40 3333 =++++= ϕϕϕW

( ) { } )0(33033,1311,290max403 =+++=W

( ) ( ) ( ){ } ...,...4011,600max60 333 =++= ϕϕW

( ) { } )20(46045,1333,2911,380max603 =++++=W

( ) ( ) ...100...,80 33 == WW ( ) )40(62803 =W

( ) )40(741003 =W

( ) ( )

61)40(74100

49)60(5580

38)60(4560

29)40(3340

13)20(1120

000
32 xxW ϕ

Первые
два

 
Последний этап – все четыре предприятия.

( )
( ) ( ) ( ){ }

{ }
( ) ...40

);0(13012,130max

020,130max20

;00

4

444

4

=
=++=

=++=
=

W

W

W

ϕϕ

( ) ( ) ( ) ( ){ } ...040,1320,330max40 4444 =+++= ϕϕϕW

( ) { } )40(35035,1312,330max404 =+++=W

( ) ( ) ( ){ } ...,...3320,460max60 444 =++= ϕϕW

( ) { } )40(48040,1335,3312,460max604 =++++=W

( ) ( ) ...100...,80 44 == WW ( ) )40(68804 =W

( ) )40(811004 =W

( ) ( )

70)40(74100

54)40(6280

40)20(4660

35)0(3340

12)20(1320

000
43 xxW ϕ

Первые
три
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Итак, максимальныймаксимальный приростприрост
продукциипродукции вложениивложении средствсредств вв
размереразмере 100100 вв четыречетыре предприятияпредприятия
равенравен 8181. При этом вв 44--ее
предприятиепредприятие следуетследует вложитьвложить 4040.

( ) )40(811004 =W

Тогда на первые три предприятия остаётся
100-40=60.

( ) )20(46603 =W ВВ третьетретье предприятиепредприятие следуетследует
вложитьвложить 2020.

( ) )40(33402 =W ВоВо второевторое предприятиепредприятие следуетследует
вложитьвложить 4040. 
На первое остаётся 0.

( ) 001 =W

На первые два остаётся 60-20=40

9
9

ЗадачаЗадача решенарешена

 

Чем дольше эксплуатируется оборудование, тем выше
затраты на его обслуживание и ниже его производительность. 
В определённый момент может оказаться выгоднее заменить
старое на новое.

4.3.3. Задача замены оборудования

Предположим, что мы планируем работу оборудования на

протяженииm лет. 
В начале каждого года принимается решение о работе
оборудования ещё один год, 
либо о замене оборудования на новое. Известны

� r(t) − выручка от реализации продукции, произведённой на

оборудовании возраста t лет,
� c(t) − остаточная стоимость такого оборудования,

� s(t) − годовые затраты на обслуживание оборудования,

� p − стоимость приобретения нового оборудования.
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Другими словами,

�если оборудование в начале года не заменяется, то прибыль
в этом году равна разности между стоимостью продукции и
издержками эксплуатации;

�если заменяется, то прибыль равна разности остаточной
стоимости оборудования и стоимости нового, к которой
прибавляется разность между стоимостью продукции и
эксплуатационными издержками для нового оборудования.

( )

( ) ( )
( ) 








+−+−
++−

=

=

+

+

+

 заменять  если,0)0()0()(

заменять,  не  если,1)()(
max

)(

1

1

1

k

k
k

m

Wsrptc

tWtstr
tW

tctW

Обозначим через Wк(t) максимальнуюмаксимальную прибыльприбыль, , получаемуюполучаемую заза
годыгоды отот ii додо mm, , припри условииусловии, , чточто вв началеначале ii--гого годагода оборудованиеоборудование
имеетимеет возраствозраст tt. Тогда

 
Пример.. Компания планирует определить оптимальную
политику замены используемого в настоящее время трёхлетнего
оборудования на протяжении последующих 4 лет. Стоимость
нового равна 100 тыс. $. Данные приведены в таблице.

Возраст Выручка от
реализации
продукции
r(t) (тыс. $)

Стоимость
обслуживания
оборудования

s(t)  (тыс. $)

Продажная
стоимость

оборудования
c(t) (тыс. $)

0 20 0,2 −

1 19 0,6 80

2 18,5 1,2 60

3 17,2 1,5 50

4 15,5 1,7 30

5 14 1,8 10

6 12,2 2,2 5

7 − ∞ 0
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Решение.. Нарисуем возможные варианты эксплуатации в виде
с обозначениями: З - заменять, С - сохранять, П – продать.

3

C 4

C 5

C 6

З

1

C 2

C 3

C 4

З
1 З

1 З
1

З

З

З

З

З
C 2 C 2

C 3З

П

Конец

П

П

П

( ) ( ) ( ) ( ) 304,503,602,801 5555 ==== WWWW

W4W3W2W1 W5 ( ) )(5 tctW =

c(t)

−

80

60

50

30

10

5

0

 

( ) )(8,79
)(8,79802,02010080

 (C)4,78606,019
max14 З

З
W =









=+−+−
=+−

=
t r(t) s(t) c(t)

0 20 0,2 −

1 19 0,6 80

2 18,5 1,2 60

3 17,2 1,5 50

4 15,5 1,7 30

5 14 1,8 10

6 12,2 2,2 5

7 − ∞ 0

( ) ( )




=
=+−+−

=+−
= )(3,67

)(8,59802,02010060

3,67502,15,18
max24 C

З

 С
W

( ) ( )
( ) 








+−+−
++−

=
+

+

 заменять  если,1)0()0()(

заменять,  не  если,1)()(
max

1

1

k

k
k Wsrptc

tWtstr
tW

( ) ( )




=
=+−+−

=+−
= )(8,49

)(8,49802,02010050

7,45305,12,17
max34 З

З

 С
W

( ) )(8,4802,020100564 ЗW =+−+−=
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( ) ( )




=
=+−+−

=+−
= )(7,85

)(6,798,792,02010080

7,853,676,019
max13 C

З

 С
W

( ) ( ) ...5...,2 33 == WW

( ) ( )




=
=+−+−

=+−
= ),(5,85

)(5,857,852,02010080

5,851,676,019
max12 ЗC

З

 С
W

( ) ( ) )(175),(1,672 33 ЗWCW ==

t r(t) s(t) c(t)

0 20 0,2 −

1 19 0,6 80

2 18,5 1,2 60

3 17,2 1,5 50

4 15,5 1,7 30

5 14 1,8 10

6 12,2 2,2 5

7 − ∞ 0

t W4(t)

1 79,8(З)

2 67,3(C)

3 49,8(З)

6 4,8(З)

t W3(t)

1 85,7(С)

2 67,1(C)

5 17(З)

 

( ) ( )




=
=+−+−

=+−
= )(3,55

)(3,555,852,02010050
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5. Модели систем массового  
    обслуживания. 

� Цепь в каждый момент времени 
может находиться только в одном 
из состояний E1,E2,…,En.

� Переходы из одного состояния в 
другое могут происходить в  
произвольные моменты времени t

� Если система в момент времени t0
находится в состоянии Ei, то 
вероятность оказаться в состоянии 
Ej в момент времени t0+t не зависит 

от t0 и равна pij(t).
� Функция pij(t) дифференцируема 

при t=0: pij
/(0)=aij.

Описание 
марковской

цепи с 
непрерывным 
временем

5.1. Марковские цепи с непрерывным временем

( ) ijij ap =0/

 

Задача. Выписать матрицу 
интенсивностей для марковской
цепи. (Петли не рисуются!)

5

E1 E2

E3

2

0,54

1

Числа aij при i≠j называются интенсивностями перехода из Ei в Ej

















−
−

−
=

110

5,05,22

459

A

Свойства матрицы интенсивностей:

Число bi= – aii
называется

интенсивностью 
выхода из Ei

∑∑ =⇒=
j

ij
j

ij ap 01)1

03)

0)2

≤

≠≥

ii

ij

a

jiприa

Ответ.
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Решение. Сколько всего состояний и какие?

Задача

Имеется 4 локомотива и 2 ремонтные бригады. Интенсивность 
поломок каждого локомотива примерно 1 раз в неделю. В случае 
поломки локомотив ремонтируется одной бригадой. Среднее 
время ремонта 5 дней. Нарисовать граф для этой марковской
цепи.

10 3 42

1 20 3 4

2/52/52/51/5

4/7 3/7 2/7 1/7

10

 

Марковская цепь с непрерывным
временем называется эргодической
(или регулярной), если:
� Для любого начального вектора q(0) 
существует предел

�Это предел не зависит от q(0)

( ) ∗=
∞→

qtq
t
lim

Наибольший интерес обычно представляет поведение
марковской цепи за большой период времени. 

55..2.2. ЭргодическиеЭргодические цепицепи
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Состояние Ej марковской цепи называется 
существенным, если куда бы мы ни ушли 
из него, всегда есть возможность 
вернуться.

Напоминание:

Теорема (признак эргодичности). Марковская цепь c
непрерывным временем эргодична в том и только в том 
случае, если из любого существенного состояния можно 
добраться до любого другого существенного.

Признак эргодичности

 

Если цепь эргодична, то для любого начального 
вектора q(0) существует (одно и то же) финальное 
распределение вероятностей q*=q(∞):

( )tqq
t
lim

∞→
=∗

Как его найти?

Теорема. Если цепь эргодична, то q* находится, 
как (единственное) решение системы уравнений





=
=⋅

∑ 1*

0*

jq

Aq

Финальные вероятности
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Следовательно, цепь эргодична

Решение.
1) Существенные 
состояния

Задача

Эргодична ли марковская цепь из 
предыдущего примера? Если да, то найти 
финальные вероятности.

E1, E2, E3

2) Из любого существенного есть путь до любого 
существенного

E1 E2

E3 2

1

1

11
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⇒
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∑ 1
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321
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1
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220

0

qqq

qq

qqq

qqq

Решается методом
Гаусса

 

ОтветОтвет::





















−
−

−

1

0

0

0

111

310

221

111

( )8/1,8/3,8/4=∗q





















−
−

−

1

0

1

1

111

310

130

220





















−
−

−
−

2

3

1

3

041

080

130

080

















8/4

8/1

8/3

001

100

010

 



71  71   69   
 

Поток заявок
Каналы

обслуживания
заявок

…

Примеры:: Парикмахерская, магазин, билетная касса, очередь
автомобилей на светофоре, заготовки деталей на конвейере и т.п.

1) среднее время ожидания обслуживания;
2) средняя длина очереди;
3) среднее количество занятых каналов;
4) вероятность отказа в обслуживании

и т.п.

ОбычноОбычно наснас интересуютинтересуют::

5.3. Системы массового обслуживания. 
Основные понятия

 

Системы массового обслуживания (СМО) бывают очень 
разнообразны. Возможные различия:
� характеристики входящего потока заявок;
� количество каналов обслуживания;
� распределение времени обслуживания заявки;
� количество фаз обслуживания;
� наличие или отсутствие приоритетных заявок (“дисциплина 
обслуживания”);
� характеристики очереди
и т.п.

Наиболее простыми случаями являются 
СМО с 
1) так называемым пуассоновским потоком заявок и 
2) показательным временем обслуживания.
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I – случайная величина, 
распределённая по 
показательному закону с 
параметром λ: 

P(I<t)=1– e–λt

Время

Моменты прихода 
заявок

……

I – интервал между заявками

M I = 1/ λ
– средний интервал 
между заявками

λ – “интенсивность потока заявок”
= среднее число заявок в единицу времени

Пуассоновский поток заявок

 

S –продолжительность 
обслуживания одной заявки.
S – случайная величина, 
распределённая по 
показательному закону с 
параметром µ: 

P(S<t) = 1– e– µt

M S = 1/ µ 
– средняя 
продолжительность 
обслуживания заявки

µ – “интенсивность 
обслуживания”

= среднее число заявок,     
обслуживаемых в единицу времени 

Распределение времени обслуживания
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Состояние системы характеризуется количеством заявок в ней

µ1

λ0

1 20 …
µ2

λ1

µ3

λ2

5.4. Математическая модель простой СМО.

Если существуют финальные вероятности, то
(по принципу “сколько ушло, столько и пришло”):

,1100 qq µλ =

Отсюда легко
находятся
финальные

вероятности:

...,,, 0
321

210
30

21

10
21

1

0
1 qqqqqq

µµµ
λλλ

µµ
λλ

µ
λ ===

...1

1
1

321

210

21

10

1

0
0

++++
=⇒=∑

µµµ
λλλ

µµ
λλ

µ
λqqi

( ) ,2200111 qqq µλµλ +=+ ( ) ,...3211222 qqq µλµλ +=+

 

Теперь вычислим некоторые характеристики СМО

0q Вероятность
простоя системы

λ
ML

MIMLMW =⋅=
Формула Литтла.
Среднее время
ожидания

обслуживания

Среднее количество
заявок в системе









+⋅+⋅+⋅⋅=+⋅+⋅+⋅= ...321...210

321

210

21

10

1

0
0210 µµµ

λλλ
µµ
λλ

µ
λ

qqqqMn
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� Входной поток заявок – пуассоновский с параметром λ.
� Время обслуживания – показательное с параметром µ.
� Один канал обслуживания.
� Размер очереди не превосходит N
� Если очередь заполнена, то пришедшая заявка отбрасывается

µ

λ

Какие состояния?

1 20 N+1…

µ

λ

µ

λ

µ

λ

Какие переходы?

5.5. Одноканальная СМО с ограниченной очередью..

µ
λρ = Обозначение

 

По общим 
формулам

1...,,2,1,0 +=⋅= Nnqq n
n ρ

( ) 1...11... 12
0110 =++++⋅⇒=+++ +

+
N

N qqqq ρρρ










=
+

≠
−

−

=
+

1
2

1

1
1

1
2

0

ρ

ρ
ρ

ρ

при
N

при

q
N

Вероятность 
простоя системы

1
01

+
+ ⋅= N

N qq ρ

Вероятность отказа в 
обслуживании

1N10 <∞=−= ρρ иприq
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( )11 +−⋅
=

Nq

ML
MW

λ

СреднееСреднее времявремя
ожиданияожидания

обслуживанияобслуживания

( )( )
( ) ( )2

12

11

11
+

+

−⋅−
+−+=

N

NN NN
ML

ρρ
ρρρ СредняяСредняя длинадлина очередиочереди

11
11

1 иN
1

2

<∞=
−

= ρ
ρ

ρ
приML

1иN <∞== ρ
λ
при

ML
MW

 
ЗадачаЗадача. . Ресторан быстрого питания имеет один пункт обслуживания, 
где клиенты обслуживаются, не выходя из машины. Поток
прибывающих машин – пуассоновский со средним 40 машин в час. 
Возле пункта обслуживания есть место для не более 10  автомашин, 
включая ту, которую обслуживают. Время обслуживания одного
клиента распределено по показательному закону со средним 2 минуты. 

РешениеРешение. . Это – простейшая одноканальнаяодноканальная СМОСМО сс ограниченнойограниченной
очередьюочередью (N=9), интенсивностьюинтенсивностью потокапотока заявокзаявок λλ= 40 = 40 вв часчас, 
интенсивностьюинтенсивностью обслуживанияобслуживания µµ=30 =30 вв часчас. Параметры такой СМО
рассчитываются по приведённым формулам. 
Получаем: 
1) q0=0,02, 2) ML=7,5, 3) MW=13,2 мин., 4) q10=0,26=26%

Найти

1) вероятность того, что пункт свободен;
2) среднее количество клиентов, ожидающих обслуживания;
3) среднее время ожидания обслуживания;
4) процент потенциальных клиентов, потерянных из-за заполненности
стоянки перед пунктом.
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…1 20 m m+1 m+N…

� Входной поток заявок – пуассоновский с параметром λ.

� m каналов обслуживания.
� Время обслуживания каждым каналом – показательное с

параметром µ.
� Размер очереди не превосходит N

µ

λ

Какие состояния?

2µ

λ

3µ

λ

mµ

λ

Какие переходы?

…1 20 m m+1 m+N…

mµ

λ

mµ

λ

mµ

λ

5.6. Многоканальная СМО с ограниченной очередью.

 
Характеристики 
СМО

mn
n

qq
n

n ...,,2,1,
!0 =⋅= ρ

m

ρν =
Обозначение

Nmmmn
m

qq mn
m

n +++=⋅⋅= − ...,,2,1,
!0 νρ

Очередь пуста,
n заявок  обслуживаются
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11121

0 1
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!!1
...

!2!1
1

−+−










−
−⋅+

−
++++=

ν
νρρρρ Nmm

mm
q

В очереди 
n ─ m заявок

Нет заявок –
простой системы

Nmq +
Вероятность отказа – в очереди нет свободных мест

ν
νρ
−

−⋅=−−−
+

− 1

1

!
...1

1

010

Nm

m m
qqq

Вероятность того, что 
все каналы заняты
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СредняяСредняя длинадлина
очередиочереди

( )
( )

( ) 1иN
1!

1

11

!

20

20

<∞=
−

⋅⋅=










−
−+−⋅⋅⋅=

ν
ν

νρ
ν

νννρ

при
m

qML

NN

m
qML

m

Nm

СреднееСреднее числочисло занятыхзанятых
каналовканалов обслуживанияобслуживания
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m
qMr N

m

MLMrMn += СреднееСреднее числочисло заявокзаявок вв
системесистеме

 

СреднееСреднее времявремя
ожиданияожидания

обслуживанияобслуживания

( )

1иN

1

<∞==

−⋅
=

+

ν
λ

λ

при
ML

MW

q

ML
MW

Nm
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µ
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Задача
Составы поступают на техобслуживание. В среднем поступает 3 
поезда в час. Имеется две бригады. Среднее время
обслуживания состава одной бригадой равно 30 минут. Найти
среднее время ожидания обслуживания.

Решение.. m = 2, λ = 3 (поезда/час), µ = 2 (поезда/час)

+∞===== N
m

,75,0,5,1
ρν

µ
λρ

=
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−+∞ 12

0 1

1

!2!1
1

ν
νρρ

q

( ) минчаса
q

ML
MWq 39)(64,0

3

93,1

1
0 ≈==

−⋅
==

∞+
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( ) 93,1
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175,01
75,0

!2

5,1
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1
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−
−+−⋅⋅⋅= νNN
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N

 
ЗадачаЗадача..[3][3] На большой лодочной станции управляющий должен
нанять одного-двух ремонтников для ремонта водных мотоциклов, 
которые выходят из строя в среднем каждые 40 минут. Ремонтники
будут работать по одному или бригадой и требуют 10$ в час на
каждого. 

Решение. . Хотя бы как первое приближение можно предположить, что
поток заявок – пуассоновский, а время ремонта распределено по
показательному закону. Различные варианты рассмотрим отдельно.

1) Один ремонтник. Простейшая одноканальная СМО с
неограниченной очередью, 
интенсивностью потока заявок λ= 60/40=1,5 (в час), 
интенсивностью обслуживания µ=60/30=2 (в час). 
Расчёт по формулам даёт среднее количество заявок (т.е. сломанных
мотоциклов) = 0,5. 
Среднечасовые издержки = 30$·0,5+10$=25$

Ремонт одного мотоцикла одним ремонтником занимает в среднем 30 
минут, бригадой из двух человек – 20 минут. Часовой простой
мотоцикла стоит 30$. Сколько ремонтников нужно нанять и как
организовать работу?

 



79  79   77   
 

3) Два ремонтника, работают по одному. Двухканальная СМО с
неограниченной очередью, 
интенсивностьюинтенсивностью потокапотока заявокзаявок λλ = = 1,51,5 вв часчас, 
интенсивностьюинтенсивностью обслуживанияобслуживания µµ ==60/30=60/30=2 2 вв часчас длядля каждогокаждого каналаканала. 
Расчёт по формулам даёт среднее количество заявок = 0,3429. 
Среднечасовые издержки = 30$·0,3429+20$=30,29$

Получаем, что в этой задаче наиболее экономичный вариант –
один ремонтник.

2) Два ремонтника, работают бригадой. Одноканальная СМО с
неограниченной очередью, 
интенсивностью потока заявок λ = 1,5 в час, 
интенсивностью обслуживания µ =60/20=3 в час.
Расчёт по формулам даёт среднее количество заявок = 0,2857. 
Среднечасовые издержки = 30$·0,2857+20$=28,57$

 
Задача. [3] Автоматическая телефонная система “Такси по телефону”
может поставить в очередь максимум двух клиентов. Каждый из
операторов тратит на принятие заказа такси в среднем 2 минуты. 
Звонки поступают в среднем раз в минуту. 

Решение. . Здесь две СМО – одна связана с приёмом заявок по
телефону, вторая с парком такси. Выходной поток из одной попадает в
другую.
Первая – 3-канальная СМО с ограниченной очередью (N=2), 
интенсивностью потока заявок λλ = 1 в мин, интенсивностью
обслуживания µµ =0,5 в мин. Для таких параметров процент потерянных
клиентов q5=7,6%7,6%. С нами пока остались 92,4% клиентов.

Один клиент в среднем приносит прибыль 5 $. Если клиент не
дозвонился, он вызывает такси другой компании. Если в данный
момент нет свободных такси, клиент тоже будет потерян. 

В компании есть 20 такси, среднее время обслуживания пассажира 30 
минут. Водитель получает 6$ в час, оператор 4$ в час. В настоящий
момент есть 3 оператора.

1) Какова упущенная выгода от потери клиентов?
2) Каково оптимальное количество операторов?
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Вторая – 20-канальная СМО с ограниченной очередью (N=0), 
интенсивностью потока заявок λλ = 1·0,924 в мин, интенсивностью
обслуживания µµ =1/30 в мин. Для таких параметров процент
потерянных клиентов qq2020=23=23,,66%.%.

Итак, на первом этапе теряется 7,6%7,6% клиентов, на втором из
оставшихся 23,6%,23,6%, т.е. всего 0,076+0,924·0,236=2929,,4%4%. 
УпущеннаяУпущенная выгодавыгода заза часчас: 60·0,294·5$=88,2$.88,2$.
ПрибыльПрибыль заза часчас: 60: 60··(1(1−−0,294)0,294)··5$ 5$ −−33··4$4$−−2020··6$=79,8$.6$=79,8$.

ЧетыреЧетыре оператораоператора: q6=2,2%,2,2%, q20=26,7%26,7%, 
всего потерянных клиентов 0,022+0,978·26,7=28,3%,28,3%,
прибыль за час: 60·(1−0,283)·5$ −4·4$−20·6$=8787,,33$.$. Это лучше.

ДваДва оператораоператора: q4=22,2%,22,2%, q20=1414,,55%%, 
всего потерянных клиентов 33,4%,33,4%,
прибыль за час: 60·(1−0,334)·5$ −2·4$−20·6$=7171,,66$$.. Хуже. ии тт..дд..

В принципе ясно, что узким местом является количество такси. 
Но нам разрешено менять только количество операторов. 
Попробуем вместо трех операторов другие варианты.

 
Задача. [3] Небольшое кафе на пешеходной улице имеет 8 столиков. 
Посетители, увидевшие свободный столик, садятся и их
обслуживают. Средняя стоимость заказа 500 руб.
Время пребывания за столиком распределено по показательному
закону со средним 40 мин.

Решение. . Сейчас это – 8-канальная СМО с ограниченной очередью
(N=0), интенсивностью потока заявок λλ = 60/3 = 20 (в час), 
интенсивностью обслуживания µµ =60/40=1,5 (в час). Для таких
параметров процент потерянных клиентов q8=4747%%. 

При 12 столиках аналогично получаем q12=25%25%. 

Количество обслуженных клиентов возрастёт на 22%, а часовая

выручка соответственно на 0,22·20(чел./час)·500=2200 2200 рубруб.

Поток потенциальных клиентов в среднем 1 человек за 3 минуты, но
если свободных столиков нет, то человек проходит мимо. 
Хозяин подумывает довести количество столиков до 12. Насколько
изменится часовая выручка?
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В случае, когда отсутствуют готовые формулы 
для расчёта характеристик СМО, их можно 
найти приближённо, используя методы 
имитационного моделирования. 
То есть смоделировать на компьютере поток 
заявок (это несложно), необходимую дисциплину 
обслуживания и прочее, 
и, многократно повторив эксперимент, набрать 
нужную статистику.

12
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6. Модели теории игр. 
6.0. Введение

Нередко приходится рассматривать ситуации, в
которых участвуют несколько сторон, имеющихимеющих
различныеразличные интересыинтересы. Такие ситуации называют
конфликтнымиконфликтными.

МодельМодель конфликтаконфликта называют также игрой. 
Такие различного вида модели изучаются в
теориитеории игригр.

СтороныСтороны конфликтаконфликта называются игроками
(их два или более). 

В условиях конфликта каждый игрок
выбирает планплан действийдействий, который
называется стратегией. 
ЗаинтересованностьЗаинтересованность игрокаигрока описывается
величиной его выигрышавыигрыша.

 
Ключевую роль в теории играет предположение о
том, что все игроки рациональнырациональны, т.е. используют
имеющуюся информацию максимально разумным
образом. 

В последние годы, правда, появилось значительное число
работ, посвященных исследованию моделеймоделей ограниченнойограниченной
рациональностирациональности. 
Дело в том, что нередко можно наблюдать реальное
поведение людей, никак не удовлетворяющее
предположению «совершенной рациональности».

Более того, все игроки не только
рациональны, но и знаютзнают, , чточто другиедругие игрокиигроки
рациональнырациональны, знают, что все игроки знают, 
что они рациональны и т.д.
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6.6.1.1. АнтагонистическиеАнтагонистические мматричныеатричные игрыигры

Одним из самых простых и наиболее изученных классов игр
являются матричныематричные игрыигры.

� В игре участвуют два игрока, A и B.

� Игрок A имеет возможные стратегии A1,…Am, игрок B –
стратегии B1,…,Bn. 

� Если игрок A выбрал стратегию Ak, а игрок B – стратегию Bl, то

выигрыш A равен числу сkl,

� Выигрыш B равен этому же числу с противоположным знаком

Таким образом, матричная
игра полностью
описывается заданием
«платёжнойплатёжной матрицыматрицы»: 
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ПримерПример.. Стратегии

игрока B

B
1

B
2

B
3

Стратегии

игрока А

A
1

4 3 7

A
2

6 1 2

A
3

5 4 6

• Если я выберу стратегию A1 ,то при любом действии игрока B 
я гарантирую себе выигрыш не менее 3 = min(4, 3, 7).

• Если я выберу стратегию A2 ,то при любом действии игрока B 
я гарантирую себе выигрыш не менее 1 = min(6, 1, 2)

• Если я выберу стратегию A3 ,то при любом действии игрока B 
я гарантирую себе выигрыш не менее 4 = min(5, 4, 6)

Наилучший результат (=4) гарантирует стратегия A3.

Число 4 называется нижнейнижней ценойценой иигры.

Что
думает
игрок А?
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Стратегии

игрока B

B
1

B
2

B
3

Стратегии

игрока А

A
1

4 3 7

A
2

6 1 2

A
3

5 4 6

• Если я выберу стратегию B1 ,то при любом действии
игрока А он выиграет не более 6 = max(4, 6, 5).

• Если я выберу стратегию B2 ,то при любом действии игрока A он
выиграет не более 4 = max(3, 1, 4)

• Если я выберу стратегию B3 ,то при любом действии игрока
A он выиграет не более 7 = max(7, 2, 6)

Наилучший результат (=4) гарантирует стратегия B2

Он стремится
минимизироватьминимизировать выигрыш А.

Число 4 называется верхнейверхней ценойценой игрыигры.

Что
думает
игрок B?

 

B
1

B
2

B
3

Минимумы

строк

A
1

4 3 7 3

A
2

6 1 2 1

A
3

5 4 6 4*

Максимумы

столбцов
5 4* 7

«Нижняя цена игры» α
= max(3, 1, 4)=4

«Верхняя цена
игры»

β = min(5, 4, 7)

Всегда α ≤ β

Игроку A имеет смысл применять стратегию A2, игроку B – стратегию B1. 
Если любой откажется от указанной стратегии, то его выигрыш может
только уменьшиться. 
Обоим невыгодно отклоняться от седловой точки.

ВВ нашемнашем случаеслучае верхняяверхняя
ценацена игрыигры совпаласовпала сс нижнейнижней, 
в такой игре ЕСТЬ
устойчивая оптимальная для
обоих игроков стратегия

Положение равновесия,
«седловая точка»,  

«равновесие по Нэшу»
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Пример.. Первый игрок загадывает число от 1 до 3. Второй
пытается угадать. Если угадывает, то второй получает количество
очков, равное этому числу. Иначе задуманное число очков получает
первый. 

B1 B2 B3
Минимумы
строк

A1 −1 1 1 −1*

A2 2 −2 2 −2

A3 3 3 −3 −3

Максимумы
столбцов 3 3 2* α ≠ β

Положения
равновесия НЕТ!

Нижняя
цена игры
α = −3

Верхняя цена игры
β = 4

Если ТАКАЯ игра повторяется многократно, то нельзя
придерживаться одной стратегии (задумывать или предлагать
одно и то же число).
Нужно всё время случайно менять своё число. КАК?

 

6.2. Смешанные стратегии в матричных играх

Что делать, если верхняя и нижняя цены игры не совпадают, 
то есть нет седловой точки? В этом случае можно искать
решение игры вв смешанныхсмешанных стратегияхстратегиях.

Смешанной стратегией игрока A называется выбор им
своих стратегий A1,..,Am случайным образом с
некоторыми заданными вероятностями p1,…,pm.
Аналогично определяется смешанная стратегия игрока
B – выбор с вероятностями q1,…,qn.

Оказывается, что
всякая матричная игра имеет решение (положение
равновесия) в смешанных стратегиях. 

Его можно найти, решив вспомогательную задачу
линейного программирования..
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Пример.. Рассмотрим следующую матричную игру:

















=
10110

1,011

50505

CЗдесь нижняя цена игры α =…

Решив их любым способом, получаем: p1=1/6, p2=0, p3=5/6, 
q1=49/54, q2=5/54, q3=0. 
ДляДля АА ценацена игрыигры вв смешанныхсмешанных стратегияхстратегиях: vv == −−0,910,91 (игра ему невыгодна)

Верхняя цена игры β =…

α = 5 < β = 10 → НЕТ положения равновесия и решения в чистых
стратегиях. Будем искать решение в смешанных стратегиях.
Соответствующие задачизадачи линейноголинейного программированияпрограммирования имеют вид:
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6.3. Игры с природой

Неопределенность в ситуации принятия
решения не всегда связана с сознательным
противодействием партнера. 

Если поведение партнёра случайно, то
матричная игра называется игройигрой сс природойприродой.

«ПриродаПрирода» – это обобщенное понятие противника, не
преследующего собственных целей в данной игре.

Пример: Необходимо закупить уголь для обогрева дома. 
Количество хранимого угля ограничено и в течение холодного
периода должно быть полностью израсходовано. Покупать уголь
можно в любое время, однако летом он дешевле, чем зимой. 
Неопределенность состоит в том, что неизвестно, какой будет
зима: суровой, тогда придется докупать уголь, или мягкой, тогда
часть угля может остаться неиспользованной. 
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Игра с природой представляется в виде платежной
матрицы, элементы которой – выигрыши игрока А, но они не

являются проигрышами природы П. 

Различают два вида задач в играх с природой: 

1. Задача о принятии решений вв условияхусловиях рискариска, когда
известныизвестны вероятностивероятности, с которыми природа принимает
каждое из возможных состояний.

2. Задачи о принятии решений вв условияхусловиях
неопределенностинеопределенности, когда неизвестнынеизвестны вероятностивероятности
появления состояний природы. 

Даже в условиях отсутствия активного противодействия выбор
стратегии должен быть обоснован.

 
Если вероятности известны, то в качестве оптимальной
стратегии естественно выбрать ту, для которой
математическое ожидание выгоды максимально.

ПримерПример.. Требуется выбрать из трёх культур оптимальную культуру
для посадки, если вероятности различной погоды в предстоящее
лето предположительно равны q1=0,5, q2=0,1, q4=0,2, q4=0,2 и
платёжная матрица имеет вид:

П1 П2 П3 П4
Мj

A1 3 9 ─4 ─2 0,5·3+0,1·9+0,2·(─4)+0,2·(─2)=1,2

A2 4 ─2 2 1 0,5·4+0,1·(─2)+0,2·(─2) +0,2·1=1,6

A3 ─5 6 11 4 0,5·(─5) +0,1·6+0,2·11+0,2·4=1,1

Вычислим математические ожидания.
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Здесь λ – коэффициент оптимизма, 0≤ λ ≤1. Чем λ ближе к 0, тем
осторожнее выбор.

Если вероятности неизвестнынеизвестны, то существует множество различных
критериев выбора стратегии (критериев оптимальности). Один из них

Критерий Гурвица : Выбирается строка, для которой среди всех
строк максимальна сумма

( ) ij
j

ij
j

i ccM min1max ⋅−+⋅= λλ

Пример :

П1 П2 П2 П2 Мj

A1 3 6 4 5 0,3·6+0,7·3=3,9

A2 4 2 9 3 0,3·9+0,7·2=4,1

A3 8 6 3 4 0,3·8+0,7·3=4,5
Если, например, 
λ=0,3, то получаем

 
6.4. Биматричные игры

Часто встречаются ситуации, когда интересы игроков не совпадают, 
но уже необязательно являются противоположными. То есть у 
каждого игрока своя матрица интересов. 
Это описывается моделью биматричных игр.

Эта игра полностью 
описывается двумя 
матрицами: 60

91:

−
−−

Г

М

ГМ

A

Пример. «Дилемма заключённых». Есть два подозреваемых. 
При отсутствии прямых улик возможность осуждения зависит от того, 
заговорят они или будут молчать.  

69

01:

−−
−

Г

М

ГМ

B

� Если оба будут молчать, то наказанием будет лишь срок 
предварительного заключения (потери каждого равны ─1). 

� Если один пойдёт на сделку со следствием, то его выпустят (потери 
= 0), а второй получит максимальный срок (потери = ─ 9).

� Если на сделку со следствием пойдут оба, то оба получат меньший 
срок (потери равны ─6).
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Тут (и это достаточно типично), возникает
следующая ситуация. Совокупность
стратегий ГГ − равновесная. В этой
ситуации каждый проигрывает −6. Если

один отклонится, то проиграет −9. 

6,69,0

0,91,1:,

−−−
−−−

Г

М

ГМ

BA

Но вот если бы игроки могли договориться (создать коалициюкоалицию), то
они могли бы придерживаться стратегии ММ и проиграть только

по −1. Правда, эта коалиция неустойчивая.

Или, короче, так:

Равновесие по Нэшу
– совокупность

стратегий игроков, 
от которой любому

невыгодно
отклоняться, если

другие её
придерживаются. 
Равновесий может
быть несколько.

КоалиционныеКоалиционные игрыигры (и многие другие) тоже изучаются в теории игр. 

 

Говорят, что стратегиястратегия 11 для данного игрока доминируетдоминирует стратегиюстратегию 22, 
если для этого игрока выигрыш по стратегии 1 не меньше, чем
выигрыш по стратегии 2 припри любыхлюбых стратегияхстратегиях остальныхостальных игроковигроков.

6.5. Доминирование стратегий

Пример.. ««Аукцион»».. Имеется 6 конфет, которые нужно поделить
между двумя участниками. Каждый участник пишет на листке бумаги,
сколько конфет он хотел бы получить. После этого ведущий по
очереди выдает каждому запрошенное им количество, начиная
самого "скромного" . Если заявки равные, то получают поровну. 
Если конфет не хватает, последний игрок получает оставшиеся.

3,35,14,23,32,41,56

1,53,34,23,32,41,55

2,42,43,33,32,41,44

3,33,33,33,32,31,33

4,24,24,23,22,21,12

5,15,14,13,12,11,11

654321
ДляДля первогопервого игрокаигрока стратегиистратегии 11,2,,2,3 3 
доминируютсядоминируются стратегиейстратегией 4. 4. 
ИхИх естественноестественно отброситьотбросить. . 
АналогичноАналогично длядля второговторого..

3,35,14,26

1,53,34,25

2,42,43,34

654
Есть ли

равновесия
по Нэшу?
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6.6. Позиционная (развёрнутая) форма записи игры

Модели теории игр, рассмотренные в предыдущих пунктах, 
относятся к нормальнойнормальной формеформе записизаписи игры. 
В позиционнойпозиционной формеформе записизаписи больше внимания уделяется порядку
ходов и той информации, которая при этом открывается игроку. 

Главное здесь - дереводерево игрыигры. 

Иногда при выборе хода игрок может и не знать, в какой из позиций
он находится. Все такие "неразличимые” для него позиции
объединяют в одно информационноеинформационное множествомножество (на рисунках их
обводят пунктиром).

ВершиныВершины дерева изображают позициипозиции игры ─ места, где нужно
выбрать ход ─ одну из стрелок, выходящую из этой вершины. 
В вершинах, где игра заканчивается, стоит вектор выигрышей
игроков.

 
Пример. «Вор на базаре».[6]] Участвуют трое: Вор, Торговка, 
Полисмен. Базарный вор может или отдыхать, или воровать просто, 
или грабить с оружием. Торговка, когда у нее с лотка тянут товар, 
может кричать или молчать. Полисмен может бежать на крик и ловить, 
или лениться.

Вор

От
ды
ха
ть Мо

лч
ать

0;0;0

Соружием

Т

Т
Кричать

Кричать

Молчать

Б/ору
жия

1;-1;0

1;-1;0

Полисмен

Полисмен

Лениться

Лов
ить

Ловить

-2;1;2

-5;1;-1

1;-2;0

1;-2;0Лениться

Когда торговка что-то теряет, ей неприятно, но неприятно вдвойне, 
если она еще и кричала при этом зря.

Полисмен любит премии за поимку, но не любит риска с вооруженным
вором.

Вор больше отсидит, если пойман с оружием.
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Пример. [6] Первый игрок (Ваня) получает карту, которая в 1/6 
случаев благоприятна для него. Посмотрев карту, он может либо 
"повысить ставку", либо "спасовать". Во втором случае игра 
заканчивается, и Ваня отдает второму игроку (Маше) 10 р. В первом 
случае Маша, не видя карты, может либо “играть”, либо тоже 
"спасовать".

Природа

Ваня Маша
ИгратьПовысить 

ставку

Ваня

П
а
с

-10;10

П
ас

-10;10

Повысить 
ставку

Маша

П
а
с

30;-30

П
а
с

30;-30

Играть

90;-90

-60;60

 
Замечание. При двух игроках игру в развёрнутой форме всегда 
можно также записать в нормальной (биматричной) форме.

Пример.
1

2 2 2

A B
C

D E D E

1,2 -1,3 2,1 3,-3 5,0

3,4

F

G

Здесь у первого игрока три стратегии: A,B,C.

4,33,33,14

4,31,22,13

0,53,33,12

0,51,22,11

−−

−−

CBA

Есть ли 
равновесия 
по Нэшу?

У второго – четыре: 
1: (A,B)→D, (C) → G, 

2: (A,B)→E, (C) → G,

3: (A,B)→D, (C) → F,

4: (A,B)→E, (C) → F
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7. Многокритериальная оптимизация. 
7.0. Введение

Мы рассматривали задачи оптимизации, где есть 
один критерий, по которому проводится оценка 
эффективности. К сожалению, такие задачи на 
практике встречаются редко. Задачи 
проектирования сложных систем почти всегда 
многокритериальны. Например, при 
конструировании боевого самолёта учитывают 
самые разные показатели: скорость, дальность, 
потолок, потолок, полезная нагрузка…

С математической точки зрения не 
существует идеального способа, метода 
решения таких задач. Каждый из них имеет 
преимущества и недостатки.

Главная возникающая здесь сложность 
– в неоднозначности оптимального 
решения: в точке, где один из критериев 
достигает своего максимума, другой 
может быть очень далек не только от 
максимума, но и даже от какой-либо 
приемлемой величины 

Ux

xfxf k

∈
→→ max(min))(...,max(min),)(1
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Нужно каким-либо способом прийти к компромиссу. 
Существует множество различных способов. 
Рассмотрим их далее.

Какой автомобиль выбрать, если хочется, чтобы он был 
мощным, недорогим и с малым расходом топлива?

Пример.  Покупка автомобиля.

Toyota Auris 1.3 Fiat 500 Ford Focus  2.0i FW Golf 1.6

Мощность 
двигателя

100 л.с. 69 150 102

Расход топлива 
на 100 км. в 
городе

7,3л. 5,1 9,6 9,8

Цена 680000 550000 600000 820000

7.1. Эффективность по Парето

Первым этапом решения является поиск 
множества Парето.

«Всякое изменение, которое 
никому не приносит убытков, а 
некоторым людям приносит 
пользу (по их собственной 
оценке), является улучшением». 

Допустимое решение называется 
оптимальным по Парето, если не 
существует другого решения, которое 
лучше этого по какому-нибудь критерию и 
не уступает по всем остальным критериям.
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Решение. Вариант X1 хуже варианта X2 (по обоим критериям). 
Поэтому X1 вычёркиваем.

Пример. Пусть имеется задача с двумя целевыми функциями.

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 X10 X11

f1 2 3 3 5 4 1 2 3 2 3 2

f2 4 5 3 2 3 3 3 2 2 1 1

Всего 11 возможных вариантов. Требуется найти оптимальные по Парето 
варианты, если обе целевые функции требуется максимизировать.

Также вариант X2 лучше хотя бы по одному критерию вариантов 
X3, X7, X8, X9, X10 и X11, а по остальным не уступает им. 
Вычёркиваем их. 

После проведённого анализа у нас остались три варианта X2, 
X4, X5 оптимальных по Парето.

Вариант X4 по первому критерию лучше варианта X5, а по 
второму наоборот. Оставляем оба.

Другими словами, решение является оптимальным по 
Парето, если его нельзя заменить ни на какое 
другое без того, чтобы не ухудшить значение хоть 
одной из целевых функций.

В рассматриваемом примере оптимальными по 
Парето являются все четыре альтернативы. Для любой 
пары автомобилей любой из них превосходит другой 
хотя бы по одному критерию.

Очевидно, разумный вариант решения 
многокритериальной задачи обязательно должен быть 
оптимальным  по Парето. 
Поэтому процесс решения многокритериальной задачи 
обычно включает построение множества оптимальных 
решений по Парето и последующий выбор из этого 
множества.
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7.2. Использование обобщенного (интегрального) 
критерия

Частные критерии каким-либо образом 
объединяются в один интегральный критерий, а 
затем находится максимум или минимум 
полученного критерия

В зависимости от того, каким образом частные 
критерии объединяются в обобщенный критерий 
различают следующие виды обобщенных 
критериев:
Аддитивный критерий;
Мультипликативный критерий;
Максиминный (минимаксный) критерий

 
Пример. Линейная свёртка критериев. 

Если от множества критериев вида 

выбрав неотрицательные весовые коэффициенты λi, то 
говорят, что произведена линейная свёртка критериев. 

Тем самым задача сводится к однокритериальной.

Ux

xfxf k

∈
→→ max(min))(...,max(min),)(1

перейти к задаче с одним критерием

Ux

xfxf ii

∈
→=∑ max)()( λ
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Здесь самое тонкое место – выбор весов. 
Чаще всего веса назначают, исходя из 
интуитивного представления о сравнительной 
важности критериев. 
Однако исследования показывают, что эксперт не 
способен непосредственно назначать критериям 
корректные численные веса. 
Необходимы специальные процедуры получения 
весов.

7.3. Упорядочивание критериев по важности. 

Ещё один возможный подход – сначала 
оптимизировать по наиболее важному 
критерию, потом – по следующему и так далее.

 

Этот метод можно использовать в 
ситуации, когда критерии имеют одну и ту 
же единицу измерения (как правило, 
стоимостную). 
Если критерии fi не выражаются в одних и 
тех же единицах измерения, то их приводят 
к безразмерному виду.

minmax

min)(
)(

~

ii

ii
i ff

fxf
xf

−
−=
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Пример. Руководитель предприятия, выходящего
из кризиса, может иметь следующие приоритеты:

1. Возвратить максимально возможную часть 
долгосрочного кредита

2. Минимизировать сокращение продаж
3. Достичь максимально возможного уровня заработной 

платы одного работника

Найден максимальный 
размер годовой выплаты 

по кредиту

Остаётся возможность 
оптимизации 
использования 
оставшихся 

неликвидных активов

Остаётся возможность 
оптимизации 

использования трудовых 
ресурсов и налоговых 

льгот с целью 
максимизировать 
заработную плату 

Найден максимальный 
объём продаж Найдена 

максимальная 
заработная 

плата в расчёте 
на работника

 
 

7.4. Метод уступок

Прежде чем решать поставленную задачу по методу уступок, 
необходимо расположить критерии по их значимости (наиболее 
важный считается первым).

1. отыскать оптимальное значение f1* целевой функции f1; 
2. сделать уступку по первому показателю эффективности, т.е. 

ухудшить величину f1* до значения f1**=k1f1*; 
3. ввести в задачу дополнительное ограничение f1≥f1**; 
4. отыскать оптимальное значение f2* целевой функции f2; 
5. сделать уступку по второму показателю эффективности, т.е. 

ухудшить величину f2* до значения f2**=k2f2*; 
6. ввести в задачу дополнительное ограничение f2≥f2**; 
7. новую задачу с двумя дополнительными ограничениями решить 

по третьему показателю эффективности и т.д.; 

Процесс решения задачи заканчивается, когда решение будет 
получено по всем показателям. Окончательный план и будет 
наиболее рациональным - получено оптимальное значение 
наименее важного критерия при условии гарантированных значений 
предшествующих показателей эффективности  
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7.5. Метод идеальной точки

Метод идеальной точки заключается в нахождении на границе 
Парето точки, ближайшей к идеальной точке. 
В качестве координат идеальной точки выбирается комбинация 
наилучших значений всех критериев. Обычно эта точка не реализуется 
при заданных ограничениях, поэтому ее и называют идеальной 
точкой.

Пример. Опрос покупателей по маркам телевизоров.

Имеются важные характеристики, такие как

� цвет и четкость изображения,
� дизайн корпуса,
� громкость и тембр звука,
� цена.

Показатель Важность Опрос Идеальная 
точкаМарка А Марка Б

Цвет
Яркий (1) – тусклый (7)

6 2 4 1

Дизайн
Современный (1) –
Устаревший (7)

4 2 4 1

Звук
Качественный (1) –
некачественный (7)

5 2 3 1

Цена 
Низкая(1) – высокая(7)

6 5 4 1

Для марки А-
6*(1-2)+4*(1-2)+5*(1-2)+6*(4-1) =…
Для марки Б.
6*(1-4)+4*(1-4)+5*(1-3)+6*(5-1) =…
Из расчета видно, что по методу идеальной точки 
предпочтения покупателей отданы марке (какой?)
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