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1. Линейная алгебра 

1.1. n1.1. n--мерныемерные векторывекторы

a = (a1;a2)
a

a1

a2ПримерПример.. Двумерный вектор

ПримерПример.. Трёхмерный вектор a = (a1;a2;a3)

ПримерПример.. n-мерный вектор

a = (a1;a2;…;an)

Координаты
вектора

ЗамечаниеЗамечание.. Нередко n-мерный вектор
записывается в столбик. Вот так:





















=

na

a

a

a
...

2

1

 
1.2. 1.2. ЛинейныеЛинейные операцииоперации наднад векторамивекторами

11.2.1 .2.1 УмножениеУмножение векторавектора нана числочисло

ПримерПример Если a = (–1;4;0;2), то
(–3)·a = (3; –12;0; –6)

ЗамечаниеЗамечание.. Аналогично
определяется
вычитание векторов

11.2.2 .2.2 СложениеСложение вектороввекторов одинаковойодинаковой размерностиразмерности

ПримерПример Если a = (–1;4;0;1;2), b = (2;1;3;1;1), то
a+b = (1;5;3;2;3)

 

1.1.33. . МатрицыМатрицы

Матрица- это прямоугольная
таблица из чисел

ПримерПример. . Матрица
размера 4×2 (4 строки, 2 
столбца):





















−

−
=

π2

20

14

41

A

Если число строк равно числу
столбцов, то матрица называется

квадратной

Обозначение. aij – это число, 
стоящее в i-й строке и j-м

столбце





















mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

...

............

...

...

21

22221

11211

 





















=

nna

a

a

A

...00

............

0...0

0...0

22

11

• Матрица, состоящая из одного числа, отождествляется с этим
числом. 

• Матрица, все элементы которой равны нулю, называются
нулевой матрицей и обозначается через 0. 

• Элементы матрицы с одинаковыми индексами называют
элементами главной диагонали. 

• Квадратные матрицы, у которых отличны от нуля лишь элементы
главной диагонали, называются диагональными матрицами и
записываются так:
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Если все элементы aii диагональной
матрицы равны 1 , то она называется

единичной и обозначается E

ПримерыПримеры единичныхединичных матрицматриц различногоразличного размераразмера::

( )




















=
















=







==

1000
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010
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,
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,1 EEEE

 

1.4. 1.4. ЛинейныеЛинейные операцииоперации наднад матрицамиматрицами

11..44.1 .1 УмножениеУмножение матрицыматрицы нана числочисло

ПримерПример

11..44.2 .2 СложениеСложение матрицматриц одинаковогоодинакового размераразмера

ПримерПример










−−
=⋅⇒









−−
=

52515

10205
5

153

241
AA










−
=









−
+









−− 1114

373

261

132

153

241

ЗадачаЗадача.. РешитьРешить
матричноематричное
уравнениеуравнение









=









−
+

12

239

22

31
4X

 

1.1.55. . ТранспонированиеТранспонирование матрицыматрицы

ПримерПример..

СвойствоСвойство::

















−

−
=⇒









−−
=

12

54

31

153

241 TAA

( ) AA
TT =

3×2
2×3

 

1.6. 1.6. УмножениеУмножение матрицматриц

ПримерПример..
ЕслиЕсли ( )

















==
16

12

31

,241 BA

Произведение A·B 
матриц A и B 

определено, только
если количество

столбцов в матрице A
равно количеству
строк в матрице В

тото можноможно умножитьумножить A (3 A (3 столбцастолбца)) нана BB (3 (3 строкистроки),),

ии нельзянельзя умножитьумножить B B нана AA
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ПримерПример.. ЕслиЕсли матрица A состоит из одной
строки (размер 1×n), а матрица B – из одного
столбца (размер n×1), то A·B – размера 1×1, т,е. 
число:

( ) ( ) ( )4275421)3(21

7

4

1

2

5231 =⋅+⋅+⋅−+⋅=





















⋅−

A

B A·B

 

ПримерПример..

( ) K==⋅+⋅+⋅=
















⋅= 1211 ;21622411

6

2

1

241 CC

ОпределениеОпределение произведенияпроизведения..
Пусть матрица A имеет размер m×k,

матрица B – размер k×n, C=A ·B. 
Тогда матрица С имеет размер m×n. 
Элемент Cij равен произведению

i-й строки A на j-й столбец B

A:1A:1××3,3, B:3B:3××22 →→ C=AC=A··B:1B:1××2; 2; 

ДалееДалее, , 

( ) ?.

16

12

31

,241 =⋅
















== BABA

 

ИтакИтак,,
( ) ( )921

16

12

31

241 =
















⋅

ЗадачаЗадача..
??.

52

41

30

,
411

021
=⋅=⋅

















=








−
= ABBABA

ОтветОтвет

















−
−
−

=








−
⋅
























=

















⋅








−

2093

1663

1233

411

021

52

41

30

,
219

112

52

41

30

411

021

 

ЗамечаниеЗамечание.. Из последнего примера видно, что матрицы
A·B и B·A могут не совпадать, даже если обе
существуют.

ЕщёЕщё примерпример. В таблице указано количество
единиц продукции, отгружаемой ежедневно
на молокозаводах Зав1 и Зав2 в магазины
М1, М2 и М3, причем доставка единицы
продукции с каждого молокозавода в
магазин М1 стоит 40 ед., в магазин М2 - 70, 
а в М3 - 100 ед. Подсчитать ежедневные
транспортные расходы каждого завода.

101030Зав2

403020Зав1
М3М2М1
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РешениеРешение.. Обозначим через А матрицу, 
данную нам в условии, а через
В - матрицу, описывающую стоимость
доставки единицы продукции в магазины, 

( )1007040,
101030

403020
=








= BA

Тогда матрица затрат на перевозки будет
иметь вид:









=

















⋅







=⋅=

2900

6900

100

70

40

101030

403020TBAC

 

1.1.77. . СвойстваСвойства умноженияумножения матрицматриц

1. A·E=E·A=A
2. (αA)·B= α(A·B), α–любое число
3. (A·B)·C=A·(B·C)
4. (A+B) ·C =A·C+B·C
5. A·(B+C)=A·B+A·C
6. (A·B)T=BT ·AT

ЗамечаниеЗамечание.. Из первого свойства видно, что единичные
матрицы при умножении ведут себя как число “1”.

1
1

 

1.8. 1.8. ОпределительОпределитель квадратнойквадратной матрицыматрицы

Каждой квадратной матрице A
сопоставляется число detA, называемое
её определителем.

311

212

131

det,

311

212

131

−

−
=

















−

−
= AA

Другое обозначение определителя:

 

Для матриц 1×1: |a|=a

Для матриц 2×2: bcad
dc

ba
−=

Для матриц n×n (разложение по 1 строке):

...

...

............

...

...

...

............

...

...

...

............

...

...

13

21

22221

11211

12

21

22221

11211

11

21

22221

11211

a

aaa

aaa

aaa

a

aaa

aaa

aaa

a

aaa

aaa

aaa

nnnn

n

n

nnnn

n

n

nnnn

n

n

+−=
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ПримерПример.. Определитель матрицы 3×3:

17283213)7(4)16(2131

12

31
4

62

51
2

61

53
1

612

531

421

=−+=−⋅+−⋅−⋅=

=
−

⋅+
−

⋅−⋅=−

 

1. Определитель не меняется при
транспонировании матрицы.

2. При перестановке двух строк (столбцов) 
определитель меняет знак.

3. Если все элементы некоторой строки (столбца)
умножить на одно и то же число, определитель
умножится на то же число.

4. Определитель не меняется, если к элементам
одной из его строк прибавить элементы другой
строки, умноженные на одно и то же число. То же
для столбцов.

5. Определитель произведения квадратных матриц
равен произведению их определителей.

СвойстваСвойства определителяопределителя..

 

1.1.99. . ОбратнаяОбратная матрицаматрица

ЗамечаниеЗамечание.. У всякой ли матрицы есть обратная?
Из свойства 5 следует, что

det(A)·det(A–1)=detE

Так как detE=1, то det(A–1)=1/det(A).

Поэтому для существования обратной матрицы
необходимо, чтобы detA≠0.

ГоворятГоворят, , чточто квадратнаяквадратная матрицаматрица BB
являетсяявляется обратнойобратной кк квадратнойквадратной

матрицематрице AA, , еслиесли
A A ·· B = B B = B ·· A = EA = E

ОбратнаяОбратная матрицаматрица обозначаетсяобозначается AA––11

 
ТеоремаТеорема.. Матрица A–1 существует в том, и только в
том случае, если det(A) ≠ 0. При этом

,

...

............

...

...

det

1

21

22221

11211

1

T

nnnn

n

n

AAA

AAA

AAA

A
A





















=−

где Aij равно произведению (–1)i+j на определитель
матрицы, получающейся вычёркиванием из матрицы
A i-й строки и j-го столбца.










−
−

=








−
−

−
=









−
−

−
=








=








−

2/11

2/32

12

34

2

1

13

24

2

1

det

1

42

31

2221

1211

1 TT

AA

AA

A

ПримерПример..
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ЗадачаЗадача.. Существует ли обратная матрица для
данной матрицы? Если да, то найти её.

















−
−

=
503

211

212

A

РешениеРешение.. Сначала вычислим
определитель:

05)3(2)11(152

03

11
2

53

21
1

50

21
2det

≠−=−⋅+−⋅−⋅−=

=
−

⋅+
−

⋅−⋅−=A

Следовательно, A–1 существует. Теперь найдём
“алгебраические дополнения”:

( ) ( )

( ) ...,......,...,,3
03

11
1

,11
53

21
1,5

50

21
1

332221
31

13

21
12

11
11

===−=
−

−=

−=
−

−==−=

+

++

AAAA

AA

 

ПроверкаПроверка..

Итак,

















−
−−

−
=

















−−
−
−

⋅−=
















−
−−

−
⋅−=−

2,06,06,0

4,02,32,2

011

133

21611

055

5

1

120

3165

3115

5

11

T

A

















=
















−
−−

−
⋅
















−
−

=⋅ −

100

010

001

2,06,06,0

4,02,32,2

011

503

211

212
1AA

ЗамечаниеЗамечание.. ДляДля вычислениявычисления обратнойобратной
матрицыматрицы болееболее эффективенэффективен методметод
элементарныхэлементарных преобразованийпреобразований. . РассмотримРассмотрим
егоего нескольконесколько позжепозже..

 

1.1.1010. . СистемыСистемы линейныхлинейных уравненийуравнений, , основныеосновные
понятияпонятия

Здесь m линейных уравнений и n неизвестных, 
аij и bi – заданные, а xj – неизвестные числа.













=+++

=+++
=+++

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

...

..................

...

...

2211

22222121

11212111

Система называется совместной, если она имеет по
крайней мере одно решение. 
Система называется несовместной, если она не
имеет решений.

 

Если ввести обозначения

,
...

,
...

,

...

............

...

...

2

1

2

1

21

22221

11211





















=





















=





















=

mnmnmm

n

n

b

b

b

B

x

x

x

X

aaa

aaa

aaa

A

то система запишется в матричной форме:

A·X=B

Матрица A называется матрицей системы, а матрица
B – матрицей свободных членов системы.
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Пусть существует A–1 (то есть det(A)≠0), 
тогда

BAXBAAXABAX 111 −−− =⇔=⇔=

1.1.1111. . РешениеРешение системысистемы припри помощипомощи обратнойобратной
матрицыматрицы

Таким образом, в этом случае “квадратную”
(m=n) систему можно решить, используя
обратную матрицу.

Но вычисление A–1 – довольно громоздкая
процедура. Этот метод решения хорош, если
требуется решить много систем, 
отличающихся только различными правыми
частями B.

2
2

 

Как в предыдущем пункте, будем считать, что
существует A–1 (то есть det(A)≠0), так что X=A–1B.

A

A
x j

j det

det
=

1.1.1212. . ФормулыФормулы КрамераКрамера длядля решениярешения системысистемы
уравненийуравнений

Этот метод решения хорош, если m=n=2, или
m=n=3. Для квадратных систем большего
размера вычисления определителей занимает
слишком много времени.

где Aj – матрица, полученная из A заменой j-го
столбца на столбец свободных членов B.

Если использовать формулу для A–1 (через
определители), то получаются формулы Крамера:

 

...
...

...
...,

121

213

132

161

283

192

32 ===

−
−

−

= xx

ПримерПример. . Найти x2 и x3 из системы уравнений по
формулам Крамера









=++
=+−
=−+

612

823

932

321

321

321

xxx

xxx

xxx

ОтветОтвет. . x2 =27/20, x3=11/20

РешениеРешение. . 

 

1.13. 1.13. МетодМетод ГауссаГаусса длядля решениярешения системсистем
линейныхлинейных уравненийуравнений













=+++

=+++
=+++

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

...

..................

...

...

2211

22222121

11212111

Метод Гаусса позволяет решать любые системы
линейных уравнений.

Будем говорить, что переменная xj является
базисной в i-м уравнении, если

1. В этом уравнении коэффициент при xj равен 1.
2. В остальных уравнениях этой переменной нет.
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Алгоритм
метода Гаусса

Да

Н
е
т

Перенести все небазисные
(“свободные”) переменные
в правую часть и
записать ответ

� Если это уравнение
имеет вид
0=“не ноль”, 
то система
несовместна и
решение закончено.

� Если это уравнение
имеет вид 0=0, то
вычеркнуть его.

� Иначе выделить в
этом уравнении
базисную
переменную.

Есть ли
уравнение

без базисных

переменных?

 
ПримерПример. . 
Решить систему









=+++−
=++−

=−+

053

222

322

4321

4321

431

xxxx

xxxx

xxx

















−
−

−

0

2

3

5113

1212

2201

















−
−

−−
−

9

4

3

1710

5210

2201

















−

−

9

5

3

1710

4500

2201

















25,10

25,1

5,5

025,810

125,100

05,401

РешениеРешение..

-2

3
1

1/2

1/4
1/4

«Генеральный
элемент»

 

















25,10

25,1

5,5

025,810

125,100

05,401













−
−=

−=
−=

любое

,25825,10

,25125,1

,545,5

3

32

34

31

x

xx

xx

xx

Переменные x1,x4,x2 –
базисные, x2 – cвободная.

Общее
решение

Если вместо свободных переменных
подставить любые числа, получится

частное решение
Например, x3=1,x1=1,x4=0,x2=2.

 
1.11.144. . КлассификацияКлассификация системсистем уравненийуравнений

Из вида общего решения в методе Гаусса понятно, 
что возможны только следующие три случая:

ВопросВопрос.. Пусть есть система 4 линейных уравнений с
6 неизвестными. Все ли три случая могут иметь
место?

ВопросВопрос.. Тот же вопрос для системы 6 линейных
уравнений с 5 неизвестными.

� Система несовместнанесовместна.
� Система имеет ровноровно одноодно решение

(нет свободных переменных).
� Система имеет бесконечноебесконечное множествомножество

решений (есть свободные переменные).
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1.15.  1.15.  ВычислениеВычисление обратнойобратной матрицыматрицы припри
помощипомощи элементарныхэлементарных преобразованийпреобразований..

Элементарными преобразованиями над
строками матрицы называются:

1. Перестановка строк.
2. Умножение строки на число, не равное 0.
3. Прибавление к одной строке другой, 

умноженной на число.

Аналогично определяются элементарные
преобразования над столбцами

 

-1/7

( )EA
Элементарные
преобразования
над строками

( )1−AE

ПримерПример..

















−
−

→
















−
−

100

010

001

233

124

312

233

124

312

















−
−

−
−

−
→

103

012

001

709

708

312

-2

-3

3/7

-1

 

















−
−

−
−

−
→

7/107/3

111

7/307/2

107/9

001

017/13

-1

-13/7

9/7

















−−
−−

−
→

7/87/97/6

111

7/107/137/11

100

001

010

















−−
−

−−
→

7/87/97/6

7/107/137/11

111

100

010

001

ОтветОтвет..
















−−
−

−−
=−

7/87/97/6

7/107/137/11

111
1A

Перестановка
строк

 
1.16. 1.16. ВычислениеВычисление определителяопределителя припри помощипомощи
элементарныхэлементарных преобразованийпреобразований

233

124

312

−
−

ПримерПример..

Запомнить

(−1)1+2 ·1
709

708

312

−
−

−
→

79

78

−
−

→
Запомнить

(−1)2+2 ·(−7) 17/9

01

−
−

→

ОтветОтвет.. ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 7117111

233

124

312
112221 −=−−⋅−⋅−⋅⋅−=−

−
+++

Запомнить

(−1)1+1·(−1)

3
3
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1.17.  1.17.  ЛинейнаяЛинейная зависимостьзависимость вектороввекторов..

ОпределениеОпределение.. Множество n-мерных
векторов {a,b,c,…} называется линейнолинейно
зависимымзависимым, 
если существуют такие числа x1, x2, x3,…, 
не все равные нулю, что

xx11a a + + xx22b b + + xx33c + c + …… = 0= 0..

ЭквивалентноеЭквивалентное определениеопределение..
Множество n-мерных векторов {a,b,c,…}
называется линейнолинейно зависимымзависимым, 
если один из этих векторов можно
представить в виде суммы остальных с
некоторыми коэффициентами.

 
ПримерПример ((каккак проверятьпроверять зависимостьзависимость)).. Является ли
линейно зависимым множество векторов
m=(2,1,1,1,3), n=(1,3,2,2,0), p=(4,1,1,3,2), q=(-1,-1,0,1,5)?

РешениеРешение.. Составим систему уравнений
x1m + x 2n + x3p + x4q = 0,

то есть














=+++
=+++
=+++
=−++
=−++

05203

032

002

03

042

4321

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

У этой системы есть нулевое решение. Если другого
решения нет, то множество векторов независимо.
Поэтому достаточно решить эту систему уравнений
методом Гаусса и если нет свободных переменных, то
векторы независимы, иначе зависимы.  

1.18.  1.18.  БазисБазис вв множествемножестве вектороввекторов..

ОпределениеОпределение.. Пусть L – некоторое множество
n-мерных векторов.

Говорят, что наборнабор вектороввекторов {e{e11,e,e22,,……,,eekk}}
образуетобразует базисбазис вв LL, если

1. Векторы e1,e2,…,ek линейно независимы.
2. Любой вектор из L является линейной

комбинацией этих векторов, 
т.е. может быть представлен в виде суммы
этих векторов с некоторыми коэффициентами.

 

ПримерПример.. Векторы a=(2;5), b=(1;8) образуют базис во
множестве двумерных векторов:

1. Они линейно независимы (если x·a+y·b=0, то x=y=0
– проверьте!)

2. Любой вектор (m1,m2) можно представить в виде
(m1,m2)=x1·(2;5)+x2·(1;8) с подходящими x1, x2

ЗадачаЗадача.. Разложить вектор m=(1;9) по векторам a=(2;5), 
b=(1;8).

РешениеРешение.. (1;9)=x1·(2;5)+x2·(1;8)





+=
+=

21

21

859

21

xx

xx





=
=

...

...

2

1

x

x
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ТеоремаТеорема.. Пусть для множества L есть два различных
базиса. Тогда количество векторов в этих базисах
одинаковое. 
(Это число называют размерностью или рангом L).

Ранг множества L равен
максимальному количеству
линейно независимых векторов в L

ЕслиЕсли рангранг меньшеменьше
количестваколичества
вектороввекторов, , тото

векторывекторы зависимызависимы

 
1.19.  1.19.  РангРанг матрицыматрицы

Всякую матрицу можно рассматривать как множество
вектор-столбцов, так и множество вектор-строк.





















=

mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

............

...

...

21

22221

11211

Соответственно, возникает ранг матрицы по столбцам
(количество линейно независимых столбцов) и по
строкам (количество линейно независимых строк).

ТеоремаТеорема.. Ранг матрицы по столбцам совпадает с
рангом по строкам. 
(Это число называют рангом матрицы).

 

ПримерПример ((каккак вычислитьвычислить рангранг матрицыматрицы)).. Найти ранг
матрицы





















−
−

=

2017274

67051

23011

14112

A

ПримерПример ((каккак вычислитьвычислить рангранг матрицыматрицы)).. Найти ранг
матрицы





















−
−

0

0

0

0

2017274

67051

23011

14112

РешениеРешение.. Ранг матрицы равен количеству базисных
переменных в системе

Решив систему методом Гаусса, найдём ранг.

 





















−
−

0

0

0

0

2017274

67051

23011

14112





















−
−

0

0

0

0

189090

67051

23011

14112

Базисные переменные x1,x2,x3. Ранг матрицы равен 3.





















−
0

0

0

0

00000

42001

21010

111100





















−−−
−−−

0

0

0

0

189090

67051

84040

11101110
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1.20.  1.20.  СвязьСвязь междумежду рангомрангом ии определителемопределителем

ТеоремаТеорема.. Пусть A – квадратная матрица размера n×n.
Тогда её определитель равен нулю в том и в только в
том случае, если столбцы (строки) линейно зависимы, 
т.е. ранг A < n.

ПримерПример.. Первая строка этой матрицы равна сумме
второй и удвоенной третьей, поэтому ранг меньше 4 и
определитель заведомо равен нулю:





















−−

−

4264

1131

2731

4591

 
1.21.211.  .  КлассификацияКлассификация системсистем ии рангранг матрицыматрицы

ТеоремаТеорема ((КронекераКронекера--КапеллиКапелли))..
1. Если ранг A<ранг A/, то система несовместна.
2. Если ранг A=ранг A/ и ранг A=n, то система имеет

ровно одно решение.
3. Если ранг A=ранг A/ и ранг A<n, то система имеет

бесконечное множество решений.

4
4

Рассмотрим систему m уравнений с n неизвестными:
AX=B

Обозначим через A/ расширенную матрицу системы
размера m×(n+1), т.е. матрицу A, к которой приписан
столбец B.

 

2. Векторная алгебра 

2.1. 2.1. СкалярноеСкалярное произведениепроизведение вектороввекторов

aa = (a1;a2;…;an)
bb = (b1;b2;…;bn)

ba

ba

⋅
⋅=ϕcos

ДлинаДлина векторавектора:

aa··bb = (a1b1+a2b2+…+anbn)

Скалярное
произведение

УголУгол междумежду векторамивекторами:

( ) ( ) ( )22
2

2
1 ... naaaaaa +++=⋅=

1. a·b=0 ↔ векторы перпендикулярны
2. a·b>0 ↔ угол острый
3. a·b<0 ↔ угол тупой

 
ЗадачаЗадача. . Верно ли, что треугольник ABC тупоугольный?

РешениеРешение. . 

( )
( )

...3)

 ...2)

острыйугол061200

3,4,1,0

2,3,0,3
,ˆcos)1

⇒>+++=⋅

−−−=
−−−=

⋅
⋅=

ACAB

AC

AB

ACAB

ACAB
A

A(2,1,4,4)

B(−1,1,1,2)
C(2,0,0,1)
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ЗадачаЗадача. . Дано: |aa|=3, |bb|=5, угол между векторами aa и bb
равен 300. Найти длину вектора m=2am=2a−−33bb

РешениеРешение. . 

( ) ( ) ...3232

m

=−⋅−=⋅
⋅=

babamm

mm

bbbaaamm ⋅+⋅−⋅=⋅ 9124

=4·3·3
=12·3·5 ·cos(300)

=9·5·5

ОтветОтвет. . ...m =⋅= mm

 
ЗадачаЗадача. . Дано: |AB|=2, |AC|=3, угол BAC равен 300,
|AM|=|AC|/3, |BN|=|BC|/2. Найти угол NOM.

2222

baACBA
a

BC
aBNABANn +=++=+=+==

( ) ( ) ............,
33

...
223

;cos

22 =⋅==






 +−⋅






 +−=

=






 +⋅






 +−=⋅
⋅
⋅=

n
b

a
b

am

bab
anm

nm

nmϕ

A

B

CM

N
O

РешениеРешение.. Нужно найти угол между
векторами AN и BM. 
Обозначим векторы AB=a, AC=b и
выразим через них векторы m=BM и
n=AN.

33

b
a

AC
aAMBABMm +−=+−=+==

 

2.2. 2.2. ВекторноеВекторное произведениепроизведение трёхмерныхтрёхмерных вектороввекторов

aa = (a1;a2;a3)
bb = (b1;b2;b3)

321

321

bbb

aaa

kji

ba =×

Векторное
произведение

ПримерПример. . a=(1,2,5), b=(−1,3,2), a×b=?

)5,7,11(5711

231

521 −−=+−−=
−

=× kji

kji

ba

ОтветОтвет.. a×b=(−11, −7,7)

 

СвойстваСвойства векторноговекторного произведенияпроизведения

3) aa××bb= − bb××aa

1) Вектор aa×bb перпендикулярен векторам aa и bb

2) Длина вектора a×b равна площади
параллелограмма, построенного на a и b:

|aa××bb| = |aa| · |bb| · sinφ

Следствие: a×a=00

Следствие: площадь треугольника:
a

b
baS ×=∆ 2

1
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ЗадачаЗадача. . Найти площадь треугольника ABC

РешениеРешение. . ( ) ( )3,1,3,0,2,2)1 −−== ACAB

A(-1,1,4)

B(1,3,4)
C(2,0,1)

34
2

643636

2
3) =++=

×
=

ACAB
S

(-6,6,-8) 

3-1-3

022

i

2) ==×
kj

ACAB

 
ЗадачаЗадача. . Дано: |aa|=3, |bb|=6, угол между векторами aa и bb
равен 300. Найти площадь параллелограмма, 
построенного на векторах m=2am=2a−−33bb и n=n=a+ba+b
РешениеРешение. . 

( ) ( ) ...32)1 =+×−=× babanm

babbbaabaa ×=×−×+×−×= 53232

ϕsin55)2 ⋅⋅=×=×= babanmS

45
2

1
635 =⋅⋅⋅=

ВниманиеВнимание!!

 

2.3. 2.3. СмешанноеСмешанное произведениепроизведение

aa = (a1;a2;a3)
bb = (b1;b2;b3)
сс = (с1;с2;с3) ( )

321

321

321

ccc

bbb

aaa

cba =⋅×

Смешанное
произведение

( ) cbaV ⋅×=
6

1
a

b

c

( ) cbaV ⋅×=

 

ЗадачаЗадача.. Лежат ли точки A(1,1,4), B(2,1,5), C(-1,-1,3), 
D(0,5,6) в одной плоскости?

РешениеРешение.. Точки лежат в одной плоскости, если
объём пирамиды ABCD равен нулю (и наоборот). 
Поэтому достаточно вычислить смешанное
произведение (AB×AC)·AD

5
5
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3. Аналитическая геометрия 

3.1. 3.1. ПрямаяПрямая нана плоскостиплоскости

3.1.1. 3.1.1. ОбщееОбщее уравнениеуравнение прямойпрямой

Ax+By+CAx+By+C =0, =0, гдегде A A ≠≠0 0 илиили BB≠≠00

СвойствоСвойство.. Вектор n=(A,B) является нормальнымнормальным
векторомвектором к прямой, т.е. перпендикулярен ей.

ДоказательствоДоказательство.. Пусть M(x1,y1) и N(x2,y2) – две
различные точки прямой, так что

Ax1+By1+C=0 и Ax2+By2+C=0

Вычитая, получим A(x2–x1)+B(y2–y1)=0,

т.е. n·MN=0, n ┴ MN.

 
3.1.2. 3.1.2. УравнениеУравнение прямойпрямой попо точкеточке ии нормалинормали

nn11(x(x––xx00)+n)+n22(y(y––yy00)=0)=0 M(x0,y0)
n=(n 1,n2)

3.1.3.1.33. . УравнениеУравнение прямойпрямой попо точкеточке ии
направляющемунаправляющему векторувектору

M(x0,y0)

p=(p 1,p2)

2

0

1

0

p

yy

p

xx −
=

−

ЗамечаниеЗамечание. . Если, например,
p1=0, то это надо понимать как x≡x0.

 

3.1.3.1.55. . УравнениеУравнение прямойпрямой попо двумдвум точкамточкам

3.1.3.1.44. . ПараметрическоеПараметрическое уравнениеуравнение прямойпрямой





+=
+=

⇒=
−

=
−

tpyy

tpxx
t

p

yy

p

xx

20

10

2

0

1

0

ЗамечаниеЗамечание. . Если, например,
x1=x0, то это надо понимать как x ≡ x0.

N(x1,y1)

M(x0,y0)
01

0

01

0

yy

yy

xx

xx

−
−

=
−
−

 

( )1;2
2

24
;

2

31
MM =







 −+

ЗадачаЗадача. . В треугольнике
ABC найти точку
пересечения медианы AM 
и высоты BD

РешениеРешение. . 1) Точка M имеет координаты:

2) Уравнение прямой AM по двум точкам:
11

1

32

3

+
+=

+
+ yx

3) Для прямой BD известна нормаль –
вектор AC=(6,–1)⇒уравнение прямой BD:

A(-3,-1)

B(1,4)
C(3,-2)M

D

( ) ( ) 0416 =−−− yx

4)Точка пересечения прямых находится
решением системы уравнений:

( ) ( )






=−−−

+=+

0416
2

1

5

3

yx

yx
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3.1.3.1.77. . РасстояниеРасстояние отот точкиточки додо прямойпрямой

3.1.3.1.66. . УголУгол междумежду прямымипрямыми

прямой й-i  к нормаль- где,cos
21

21
in

nn

nn

⋅
⋅

=ϕ

Угол между прямыми не может быть тупым, и он
совпадает либо с углом между нормалями, либо
дополняет его до 1800. Поэтому

M(x1,y1)

Ax+By+C=0

22

11

BA

CByAx
d

+

++
=

 
33..22. . ПлоскостьПлоскость вв пространствепространстве

33..22.1. .1. ОбщееОбщее уравнениеуравнение плоскостиплоскости

Ax+By+Cz+DAx+By+Cz+D =0, =0, гдегде A A ≠≠0 0 илиили BB≠≠0 0 илиили СС≠≠00

СвойствоСвойство.. Вектор n=(A,B,С) является нормальнымнормальным
векторомвектором к плоскости, т.е. перпендикулярен ей.

ДоказательствоДоказательство.. Такое же, как для прямой.

33..22.2. .2. УравнениеУравнение плоскостиплоскости попо точкеточке ии нормалинормали

nn11(x(x––xx00)+n)+n22(y(y––yy00)+n)+n33(z(z––zz00)=0)=0

M(x0,y0,z0)

n=(n 1,n2,n3)

 

33..22..33. . УравнениеУравнение плоскостиплоскости попо трёмтрём точкамточкам

A(x1,y1,z1)

M(x,y,z)

B(x3,y3,z3)

C(x2,y2,z2)Точка M лежит в плоскости
ABC ↔ объём тетраэдра
MABC равен нулю ↔
смешанное произведение
равно нулю:

0

131313

121212

111

=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

 

3.3.22..55. . РасстояниеРасстояние отот точкиточки додо плоскостиплоскости

3.3.22..44. . УголУгол междумежду плоскостямиплоскостями

плоскости й-i  к нормаль- где,cos
21

21
in

nn

nn

⋅
⋅

=ϕ

Угол между плоскостями не может быть тупым, и он
совпадает либо с углом между нормалями, либо
дополняет его до 1800. Поэтому

Ax+By+Cz+D=0

M(x1,y1,z1)
222

111

CBA

DCzByAx
d

++

+++
=
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3.3.33. . ПрямаяПрямая вв пространствепространстве

3.3.1. 3.3.1. КаноническоеКаноническое уравнениеуравнение прямойпрямой
((уравнениеуравнение попо точкеточке ии направляющемунаправляющему векторувектору))

M(x0,y0,z0)

p=(p 1,p2,p3)

3

0

2

0

1

0

p

zz

p

yy

p

xx −
=

−
=

−

ЗамечаниеЗамечание. . Если, например,
p1=0, то это надо понимать как x ≡ x0.

 

ЗадачаЗадача.. Написать каноническое уравнение прямой, 
являющейся пересечением плоскостей
2x + y – z = –5 и 4x + y – 8z = 2

РешениеРешение.. Нам нужно найти какую-нибудь точку
M(x0,y0,z0) на прямой и её направляющий вектор pp.

1) Чтобы подобрать точку, выберем какое-нибудь x, 
например, x0=0, и найдём y0 и z0:…

2) Направляющий вектор к прямой
перпендикулярен нормалям nn11 и nn22, поэтому в
качестве него можно выбрать векторное
произведение nn11 и nn22: …

pp

 

( )2,12,7

814

112

)1,6,0(

−−=
−
−=

−−
kji

p

M

ОтветОтвет..

2

1

12

6

7

0

−
+=+=

−
− zyx

 

3.3.3. 3.3.3. УравнениеУравнение прямойпрямой попо двумдвум точкамточкам

3.3.2. 3.3.2. ПараметрическоеПараметрическое уравнениеуравнение прямойпрямой









+=
+=
+=

⇒=
−

=
−

=
−

tpzz

tpyy

tpxx

t
p

zz

p

yy

p

xx

30

20

10

3

0

2

0

1

0

ЗамечаниеЗамечание. . Если, например,
x1=x0, то это надо понимать как x ≡ x0.

N(x1,y1,z1)

M(x0,y0,z0)
01

0

01

0

01

0

zz

zz

yy

yy

xx

xx

−
−

=
−
−

=
−
−

6
6

 



20 20   37      38 
 

ЗадачаЗадача.. Найти точку пересечения прямой (AB) и
плоскости 2x + 4y + 3z = 6, где A(1,2,5), B(–2,2,1).

РешениеРешение.. 1)Напишем уравнение прямой по двум
точкам.

4) По этому t найдём x,y,z.

2)Перепишем его в параметрической форме.

3)Подставим в уравнение плоскости и найдём t:

51

5

22

2

12

1

−
−=

−
−=

−−
− zyx









−=
+=
−=

⇒=
−
−=−=

−
−

tz

ty

tx

t
zyx

45

02

31

4

5

0

2

3

1

( ) ( ) ( ) ...645324312 =⇒=−⋅+⋅+−⋅ ttt

 
ЗадачаЗадача.. Найти проекцию точки A(3,0,5) 
на прямую x–2=3y=z+1.

РешениеРешение.. 1)Проведём плоскость через
точку A перпендикулярно прямой. Для
этой плоскости нормалью является
направляющий вектор p к прямой.

2)Точка A1 находится как точка
пересечения этой плоскости и
данной прямой:

( ) ( ) ...051
9

1
32

1

3/

2

1

1

3/11

2
⇒=−+−++−+⇒









+−=
=

+=
⇒=+==−

ttt

tz

ty

tx

t
zyx

A

A1=?

p
A

A1

( )

( ) ( ) 05
3

1
3

1;3/1;1
1

1

3/11

2

=−++−⇒

==⇒
+==−

zyx

pn
zyx

ПлоскостьПлоскость

 

3.3.5. 3.3.5. УголУгол междумежду прямойпрямой ии плоскостьюплоскостью

3.3.4. 3.3.4. УголУгол междумежду прямымипрямыми

векторы иенаправляющ- где,cos
21

21
ip

pp

pp

⋅
⋅

=ϕ

Угол между прямыми не может быть тупым, и он
совпадает либо с углом между направляющими
векторами, либо дополняет его до 1800. Поэтому

np

np

⋅
⋅=ϕsin

nn
p

 
3.3.44. . КривыеКривые второговторого порядкапорядка

3.4.1. 3.4.1. ОбщееОбщее уравнениеуравнение кривойкривой второговторого порядкапорядка

ТеоремаТеорема. . Обозначим

Тип кривой второго порядка можно определить
следующим образом. 

022 =+++++ FEyDxCyBxyAx

где A ≠0 или B≠0 или С≠0

FED

ECB

DBA

CB

BA

22

22

22

,
2

2
==∆ δ

Тогда возможны только следующие случаи:
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ПримерыПримеры

x2+y2=0Точкаδ=0

x2+y2–1=0Эллипсδ<0

x2+y2+1=0Пустоδ>0∆>0

xy=0Пара пересекающихся прямыхδ=0

xy–5=0Гиперболаδ≠0∆<0

x2–1=0
x2=0
x2+1=0

Пара параллельных прямых
или одна прямая
или пусто

δ=0

x2+y=0Параболаδ≠0∆=0

 

ЗадачаЗадача. . Какую кривую задаёт уравнение

Эллипс в случае A=C и B=0:

022 =++++ FEyDxAyAx

3.4.3.4.22. . ОкружностьОкружность

КаноническоеКаноническое уравнениеуравнение:

( ) ( ) 22
0

2
0 Ryyxx =−+− O(x0,y0)

R

?8432 22 =−+− yyxyx

 

3.4.3. 3.4.3. ЭллипсЭллипс

3.4.3.1.3.4.3.1.КаноническоеКаноническое уравнениеуравнение..

1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x a

b

-b

-a

Числа a и b – полуосиполуоси эллипсаэллипса

Рассмотрим случай a>b (как на
рисунке). Обозначим

22 bac −=

Точки с координатами (с;0) и (–c;0) 
называются фокусамифокусами эллипсаэллипса

с-сЕсли b>a, то фокусы расположены
на оси OY

 
3.4.3.2.3.4.3.2. ОсновноеОсновное свойствосвойство эллипсаэллипса..

M

O1

O2

СуммаСумма расстояний от любой
точки эллипса M до его фокусов
есть величина постоянная:

|O1M|+|O2M|=const

3.4.3.3.3.4.3.3. ОптическоеОптическое свойствосвойство эллипсаэллипса..

Луч света, выпущенный из
одного фокуса эллипса, после
отражения пройдёт через
второй фокус

O1

O2

3.4.3.3.4.3.44.. ЭллипсЭллипс каккак сечениесечение конусаконуса..
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3.4.4. 3.4.4. ГиперболаГипербола

3.4.3.4.44.1..1.КаноническоеКаноническое уравнениеуравнение..

1
2

2

2

2

=−
b

y

a

x

ЗамечаниеЗамечание Это тоже гипербола:

a

b

-b

-a

1
2

2

2

2

−=−
b

y

a

x

НаклонныеНаклонные прямыепрямые нана
рисункахрисунках –– асимптотыасимптоты
гиперболыгиперболы

a

b

-b

-a

 
22 bac +=Точки с координатами (с;0) и (–c;0)

(для второй гиперболы,
соответственно, (0;c) и (0;–c)), 
называются фокусамифокусами гиперболыгиперболы

с-с

3.4.3.4.44.2..2. ОсновноеОсновное свойствосвойство гиперболыгиперболы..

МодульМодуль разностиразности расстояний
от любой точки гиперболы M до
её фокусов есть величина
постоянная:

||O1M|-|O2M||=const

M
O1

O2

 

3.4.3.4.44.3..3. ОптическоеОптическое свойствосвойство гиперболыгиперболы..

Луч света, выпущенный из
одного фокуса гиперболы, 
после отражения пойдёт, как
будто он выпущен из второго
фокуса

3.4.3.3.4.3.44. . ГиперболаГипербола каккак сечениесечение
конусаконуса..

O2

O1

 
3.4.5. 3.4.5. ПараболаПарабола

3.4.3.4.55.1..1.КаноническоеКаноническое уравнениеуравнение..

c

x
y

4

2

=

ТочкаТочка (0(0;c;c) ) –– фокусфокус параболыпараболы

ПрямаяПрямая y=y=––cc –– директрисадиректриса
параболыпараболы

с

-с
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3.4.3.4.55.2..2. ОсновноеОсновное свойствосвойство параболыпараболы..

Расстояние от любой точки
параболы M до её фокуса
равно расстоянию до
директрисы

3.4.3.4.55.3..3. ОптическоеОптическое свойствосвойство параболыпараболы..

Луч света, выпущенный из
фокуса параболы, после
отражения пойдёт параллельно
её оси

3.4.3.3.4.3.44.. ПараболаПарабола каккак
сечениесечение конусаконуса..

MO

O

 
3.5. 3.5. НекоторыеНекоторые поверхностиповерхности второговторого порядкапорядка

3.3.55.1. .1. СфераСфера

КаноническоеКаноническое уравнениеуравнение:

O(x0,y0,z0)

R

3.3.55..22. . ЭллипсоидЭллипсоид

1
2

2

2

2

2

2

=++
c

z

b

y

a

x

Числа a, b, c – полуосиполуоси
эллипсоидаэллипсоида

a

c

b

X

Y

Z

( ) ( ) ( ) 22
0

2
0

2
0 Rzzyyxx =−+−+−

 

3.3.55.3. .3. ГиперболоидГиперболоид однополостныйоднополостный

1
2

2

2

2

2

2

=−+
c

z

b

y

a

x

3.3.55.4. .4. ГиперболоидГиперболоид двуполостныйдвуполостный

1
2

2

2

2

2

2

−=−+
c

z

b

y

a

x

 
3.3.55.5. .5. ЭллиптическийЭллиптический параболоидпараболоид

z
q

y

p

x =+
22

3.3.55.6. .6. ГиперболическийГиперболический параболоидпараболоид

z
q

y

p

x =−
22

7
7
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4. Пределы и непрерывность 
44.1. .1. ЧисловыеЧисловые множествамножества..

N={1,2,3,N={1,2,3,……}} –– множество натуральныхнатуральных чисел

Z={0,Z={0,±±1,1,±±2,2,……}} –– множествомножество целыхцелых чиселчисел

ZZ++={0,1,2,={0,1,2,……}} –– множествомножество неотрицательныхнеотрицательных
целыхцелых чиселчисел

QQ –– множествомножество рациональныхрациональных чиселчисел

RR –– множествомножество действительныхдействительных чиселчисел ((““числоваячисловая
осьось””))

СС –– множествомножество комплексныхкомплексных чиселчисел (будет позже)

[[a;ba;b ]={]={ xx∈∈∈∈∈∈∈∈RR: : aa≤≤xx≤≤bb}} –– отрезокотрезок

((a;ba;b )={)={xx∈∈∈∈∈∈∈∈RR:: aa<x<x<b}<b} –– интервалинтервал

Окрестностью точки x на числовой
прямой называется любой интервал, 

содержащий эту точку.

Проколотой окрестностью точки x 
на числовой прямой называется
окрестность точки x, из которой

удалили саму точку х.

 

44..22. . ЛогическиеЛогические символысимволы

AA⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒⇒BB означает ““ изиз A A следуетследует BB””

В этом случае
AA –– достаточноедостаточное условиеусловие длядля BB, , 
BB –– необходимоенеобходимое условиеусловие длядля AA

AA⇔⇔⇔⇔⇔⇔⇔⇔BB означает ““ A A эквивалентноэквивалентно BB””

AA∧∧∧∧∧∧∧∧BB означает ““ A A ии BB”” AA∨∨∨∨∨∨∨∨BB означает ““ A A илиили BB””

ĀĀ означает ““ нене AA””

∀∀∀∀∀∀∀∀ означает ““ любойлюбой, , длядля любоголюбого”” и т.п.

∃∃∃∃∃∃∃∃ означает ““ существуетсуществует””

 

44..33. . ВерхняяВерхняя ии нижняянижняя граньгрань множествамножества

Множество A ⊂⊂⊂⊂ R называется
ограниченным, если оно ограничено и

сверху, и снизу, т.е.
∃∃∃∃M, такое что ∀∀∀∀x∈∈∈∈A: … (допишите сами)

Множество A ⊂⊂⊂⊂ R называется
ограниченным снизу, если

…

Множество A ⊂⊂⊂⊂ R называется
ограниченным сверху, если

∃∃∃∃M, такое что ∀∀∀∀x∈∈∈∈A: x≤M
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Число M называется точной верхней гранью
множества A, если

1. ∀x∈A: x ≤ M
2. ∀M1 < M ∃x∈A: x > M1

Число M называется точной нижней гранью
множества A, если

1. …
2. …

Точная верхняя грань множества A
обозначается sup Asup A

Точная нижняя грань множества A
обозначается infinf AA

 
4.4. 4.4. ЧисловыеЧисловые последовательностипоследовательности

Если каждому натуральному n числу
сопоставлено действительное число an, то

говорят, что задана числовая
последовательность

ПримерыПримеры. . { }

{ } ( ){ }
{ } ...;6;2;9;5;1;4;1;3

...;16;8;4;22

...,
16

1
;

9

1
;

4

1
;1

n

1
2

=
−−=−=

=






=

n

n
n

n

c

b

a

Последовательность an называется
возрастающей, если ∀n: an<an+1

Последовательность an называется
убывающей, если …

 

Последовательность an называется
невозрастающей, если ∀n: an+1≤an

Последовательность an называется
неубывающей, если …

Последовательность an называется
монотонной, если она неубывающая

или невозрастающая

Последовательность an называется
ограниченной, если множество {an}

ограничено

 
4.4.55. . ПределПредел последовательностипоследовательности

Число A называется пределом
последовательности an , если
∀∀∀∀ε>0 ∃∃∃∃N, такое что: |an–A|< ε при n>N

Говорят, что пределом последовательности an
является –∞, если…

Говорят, что пределом последовательности an
является ∞, если |an| имеет пределом +∞

Обозначение: Aan
n

=
+∞→

lim

Говорят, что пределом последовательности an
является +∞∞∞∞, если
∀∀∀∀M ∃∃∃∃N, такое что: an>M при n>N
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Если последовательность имеет
конечный предел, она называется
сходящейся, иначе расходящейся

ПримерыПримеры. . 

?
3

2
lim;существуетнеcoslim

;3lim;0
1

lim
3

=
+
+

+∞==

+∞→+∞→

+∞→+∞→

n

n
n

n

nn

n

nn

 
4.4.55. . СвойстваСвойства пределапредела

ТеоремаТеорема.. Если последовательность сходится к
конечному пределу, то она ограничена.

ТеоремаТеорема.. Если последовательность монотонна и
ограничена, то она имеет конечный предел.

…
Верхняя грань

a1 a2 a3

…a1 a3 a4 a2A …

 

�Если последовательности {an} и {bn} сходятся, то
lim(a n ± bn) = lim a n ± lim b n,
lim(a n · bn) = lim a n · lim b n;

�Если последовательности {an} и {bn} сходятся,
bn≠0 и lim bn≠0, то

lim(a n / bn) = lim a n / lim b n;
�Если последовательности {an} и {bn} сходятся,
bn≠0 и lim bn=0, то

lim(a n / bn) = ∞∞∞∞;
�Если последовательность {an} сходится,
bn≠0 и lim bn= ∞, то

lim(a n / bn) = 0.

8
8

 
44..66. . ПределПредел функциифункции

ПримерПример..

Односторонние
пределы:

?)(lim
5

=
→

xf
x

3)(lim
5

=
→

xf
x

?)(lim
4

=
→

xf
x

?)(lim =
+∞→

xf
x

+∞=
+∞→

)(lim xf
x

?)(lim =
−∞→

xf
x

7− 6− 5− 4− 3− 2− 1− 0 1 2 3 4 5 6 7

5−
4−
3−
2−
1−

1

2

3

4

5
5

5−

f x( )

77− x

∞=
→

)(lim
2

xf
x

+∞=
+→

)(lim
02

xf
x

−∞=
−→

)(lim
02

xf
x

“предел в
точке 2 справа”

“предел в
точке 2 
слева”

?)(lim
01

=
+−→

xf
x

?)(lim
01

=
−−→

xf
x
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ОпределенияОпределения

∀ε>0 ∃δ>0, такое что |f(x)–b|< ε при
0<|x–a|<δbxf

ax
=

→
)(lim

+∞=
→

)(lim xf
ax

∀M ∃δ>0, такое что f(x)>M при 0<|x–a|<δ

bxf
x

=
−∞→

)(lim ∀ε>0 ∃N, такое что |f(x)–b|< ε при x<N

∞=
+∞→

)(lim xf
x

∀M ∃N, такое что |f(x)|>M при x>N

bxf
ax

=
−→

)(lim
0

∀ε>0 ∃δ>0, такое что |f(x)–b|< ε при
a–δ<x<a

−∞=
+→

)(lim
0

xf
ax

∀M ∃δ>0, такое что f(x)<M при
a<x<a+δ

 

СвойстваСвойства пределапредела функциифункции аналогичны
свойствам пределапредела последовательностипоследовательности. 
Например

�Если функции f(x) и g(x) имеют конечный предел
при x→a, то

lim(f(x) ± g(x)) = lim f(x) ± lim g(x),
lim(f(x) · g(x)) = lim f(x) · lim g(x);

�Если функции f(x) и g(x) имеют конечный предел
при x→a и lim g(x)≠0, то

lim(f(x) / g(x)) = lim f(x) / lim g(x);

и т.п.

 

4.4.77. . ВычислениеВычисление пределовпределов функцийфункций ии
последовательностейпоследовательностей

ПодставитьПодставить
x=a x=a вв

функциюфункцию f(xf(x))

?f(x)lim =
→ax

п.т.и

,0
5

,0
2

1
2

0

5

Число,

=
∞

+==

+∞=
+

∞+
∞−

∞∞ ∞
∞⋅

∞−∞

∞
∞

,0,1

0

0

0

,

0

РаскрытьРаскрыть
неопределённостьнеопределённость

Неопределённость

 
4.4.88. . НеопределённостьНеопределённость ∞∞∞∞∞∞∞∞//∞∞∞∞∞∞∞∞

илиили
ВВ каждойкаждой суммесумме
оставитьоставить толькотолько
старшиестаршие членычлены

ПрименитьПрименить
правилоправило
ЛопиталяЛопиталя

( )22

84

25

43
lim

−+

++
+∞→ xx

xxx
x

=






∞
∞= ( )22

84

5

3
lim

x

xx
x

+
+∞→

ПримерПример..

25

4=

( )
xx

xx

x cos

ln2
lim

23

+
+

−∞→
=






∞
∞= ( )

x

x
x

2ln
lim

−∞→
0=

ПримерПример..

Старше, чем ln
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4.4.99. . НеопределённостьНеопределённость 0/00/0

илиили
ПрименитьПрименить
правилоправило
ЛопиталяЛопиталя

ПрименитьПрименить
формулыформулы
эквивалентэквивалент

--ностиности

( )x

xx

x ⋅
−−

→ πsin

52
lim

3
=




=
0

0
( )x

x

x ππ cos

12ln2
lim

3

−
→

ПримерПример..

ТеоремаТеорема ((правилоправило ЛопиталяЛопиталя).). Если предел
является неопределённостью вида 0/0 или ∞/∞, то

)(

)(
lim

)(

)(
lim

xg

xf

xg

xf
′
′

=

π−
−= 12ln8

 

4.4.1010. . НеопределённостьНеопределённость ∞∞∞∞∞∞∞∞ –– ∞∞∞∞∞∞∞∞

ПредставитьПредставить
разностьразность вв
видевиде дробидроби
00/0 /0 илиили ∞∞//∞∞

nn
n

−+
+∞→

5lim [ ] =∞−∞=

ПримерПример..

( )( )
nn

nnnn
n ++

++−+
+∞→ 5

55
lim

0
5

5

5
lim =






∞
=

++
=

+∞→ nnn

 

4.4.1111. . НеопределённостьНеопределённость 00 ·· ∞∞∞∞∞∞∞∞

( )xctgx
x

⋅
→0

lim =




 ∞⋅=⋅= 0
0

1
0

ПримерПример..

ПредставитьПредставить
частноечастное вв
видевиде дробидроби
00/0 /0 илиили ∞∞//∞∞

=




=⋅
→ 0

0

sin

cos
lim

0 x

xx
x

( )
( ) x

xxx

x

xx
xx cos

sincos
lim

sin

cos
lim

00

−=′

′⋅=
→→

1=

 
4.4.1212. . НеопределённостиНеопределённости 11∞∞∞∞∞∞∞∞,, 0000,, ∞∞∞∞∞∞∞∞∞∞∞∞∞∞∞∞,,……

илиили

[ ]
( )xxZ

ex

x

Zx

x

lnlim

0lim

0

0

0

⋅=

==

+→

+→

( )[ ] =∞−⋅=⋅= 00ln0

ПримерПример..

( ))(ln)(lim

)()(lim
xfxg

xg

e

xf
⋅=

= ТолькоТолько длядля 11∞∞∞∞∞∞∞∞::

( )1)()(lim

)()(lim
−⋅=
=

xfxg

xg

e

xf

( )









∞
∞=−+→ 10

ln
lim

x

x
x

0lim
/1

lim
020

=−=
−

=
+→−+→

x
x

x
xx

ОтветОтвет..

1lim 0

0
==

+→
ex x

x
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x

x x

x









+
−

∞→ 32

12
limПримерПример..

ОтветОтвет..
9

9

1
2

2
lim

32

12
lim ==






∞
∞=

+
−

∞→∞→ x

x

x

x
xx

[ ] =⋅∞=








+
−⋅=







 −
+
−⋅=

∞→∞→
0

32

4
lim1

32

12
lim

x
x

x

x
xZ

xx

2
2

4
lim

32

4
lim −=−=






∞
∞=

+
−=

∞→∞→ x

x

x

x
xx

2

32

12
lim −

∞→
=









+
−

e
x

x
x

x

[ ] Z
x

x
e

x

x ==








+
− ∞

∞→
1

32

12
lim












=









∞
∞=

∞

?

 
4.4.113. 3. ФормулыФормулы эквивалентностиэквивалентности

( )0~sin1
1

cos
lim

0

0sin
lim

00
→⇒==




=
→→

xxx
x

x

x
xx

ПримерПример..

Говорят, что функции f(x) и g(x) эквивалентны при

x→a, если

Обозначение f(x)~g(x) (x→a)

1
)(

)(
lim =

→ xg

xf
ax

( )
( )

( )
( )0~arcsin

0
2

~1cos

0~

0~sin

2

→

→−−

→
→

xxx

x
x

x

xxtgx

xxx ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )0~11

0~

0ln~1

0~1ln

→−+

→
→−

→+

xaxx

xxarctgx

xaxa

xxx

a

x

 

ПримерПример..
( )
( ) ( ) =




=
−⋅−

−−
→ 0

0

21ln

11
lim

5

6

2 xx

x
x

Если предел представляет собой произведение
или частное двух функций, то при его вычислении
можно эти функции заменить на эквивалентные

Чтобы применить формулы эквивалентности, 
сделаем замену переменной x = 2 + z, тогдатогда zz→→00.

( )
( )

( )
64

12/
lim

1ln

11
lim

5

6

05

6

0
=

⋅
=

⋅+
−+=

→→ zz

z

zz

z
zz

 
4.4.114. 4. НепрерывностьНепрерывность функциифункции вв точкеточке

Можно дать более развёрнутое определение
непрерывности:

Говорят, что функция f(x) непрерывна в точке x=a, если

)()(lim afxf
ax

=
→

Говорят, что функцияфункция f(xf(x)) непрерывнанепрерывна вв точкеточке x=ax=a, 
если

1. Существует конечный

2. Существует конечный

3. Они оба равны f(a):

)(lim
0

xf
ax −→

)(lim
0

xf
ax +→

)()(lim)(lim
00

afxfxf
axax

==
+→−→
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4.4.115. 5. КлассификацияКлассификация точекточек разрываразрыва

Выделяют следующие нарушения непрерывности:

)()(lim)(lim
00

afчислоxfxf
axax

≠==
+→−→

Устранимый
разрыв

a

 

)(lim)(lim
00

xfxf
axax +→−→

≠

другудруг  равны не но конечны,

)(limи)(lim
00

xfxf
axax +→−→Разрыв 1 1 родарода

a

существует не или бесконечен

)(limили)(lim
00

xfxf
axax +→−→Разрыв 2 рода

a

+∞=
+→

)(lim
0

xf
ax

 

4.4.116. 6. НепрерывностьНепрерывность элементарныхэлементарных функцийфункций

ЭлементарнымиЭлементарными функциямифункциями называют:
1. Степенную, показательную, логарифмическую, 

тригонометрические и обратные к ним.
2. Функции, которые можно получить при помощи

конечного числа арифметических операций, а
также взятия композиции.

ПримерПример..











−
= 3

1

ln3
sin)(

x

x
xf

ТеоремаТеорема.. Элементарная функция непрерывна в
любой точке, где она определена.

ВопросВопрос.. При каких x непрерывна функция из
предыдущего примера?

 
4.14.177. . СвойстваСвойства функцийфункций, , непрерывныхнепрерывных нана
отрезкеотрезке

ВопросВопрос.. Непрерывна ли функция tgx на отрезке [0;1]?

Говорят, что функция f(x) непрерывна на
отрезке [a;b] , если

1. Она непрерывна в каждой точке из
интервала (a;b);

2.

3.

);()(lim
0

afxf
ax

=
+→

).()(lim
0

bfxf
bx

=
−→
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44.1.177..1.1. ТеоремаТеорема БольцаноБольцано--КошиКоши

ТеоремаТеорема.. Пусть функция f(x) непрерывна на отрезке [a;b]. 
Пусть f(a)<0 и f(b)>0, либо f(a)>0 и f(b)<0. Тогда

cуществует точка с из интервала (a;b), такая, что f(c)=0.

c

f(a)

f(b)

?a b

 
44.1.177.2.2.. МетодМетод половинногополовинного деленияделения

Это – один из способов решать уравнение f(x)=0 c любой
степенью точности для непрерывной функции f(x)

ЗадачаЗадача.. Найти какой-нибудь корень уравнения 3x – x = 4
с точностью 0,01.
РешениеРешение.. Обозначим f(x)= 3x–x–4. 

1) Найдём какой-нибудь отрезок, на котором функция
меняет знак.

f(–2)<0, f(–1)<0, f(0)<0, f(1)<0, f(2)>0. Корень – на отрезке [1;2].

2) xx11=середина отрезка [1;2]=(1+2)/2=1,51,5. Вычислим
f(x1)≈ –0,3<0. Где корень? Корень – на отрезке [1,5;2].

3) xx22=середина отрезка [1,5;2]=(1,5+2)/2=1,751,75…

10
10

и т.д., пока длина отрезка не станет меньше 0,01.
Это произойдёт на 7 шаге. x7≈1,555

 

44.1.177.3.3.. ТеоремаТеорема КошиКоши

ТеоремаТеорема.. Пусть функция f(x) непрерывна на отрезке [a;b]. 
Пусть f(a)=A и f(b)=B. Тогда каким бы ни было число С, 
заключённое между A и B,

cуществует точка с из интервала (a;b), такая, что f(c)=С.

f(a)=A

f(b)=B

?

a b

CC

 
44.1.177.4.4.. ПерваяПервая теорематеорема ВейерштрассаВейерштрасса

ТеоремаТеорема.. Пусть функция f(x) непрерывна на отрезке [a;b]. 
Тогда f(x) ограничена на этом отрезке, т.е. существует
такое число M, что |f(x)|<M при a ≤ x ≤ b.

44.1.177.5.5.. ВтораяВторая теорематеорема ВейерштрассаВейерштрасса

ТеоремаТеорема.. Пусть функция f(x) непрерывна на отрезке [a;b]. 
Тогда f(x) достигаетдостигает нана этомэтом отрезкеотрезке своихсвоих точнойточной верхнейверхней
ии нижнейнижней гранейграней, 
т.е. существуют такие точки c1 и c2 на отрезке [a;b], что
f(c1) ≤ f(x) ≤ f(c2) при a ≤ x ≤ b.

a b

Где здесь
точки c1 и c2?
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5. Дифференциальное исчисление 
функций одной переменной 

5.5.00. . СимволСимвол ЛандауЛандау

Пусть функции f(x) и g(x) определены в некоторой
окрестности точки a. Говорят, что функция f есть
o-малое от g при x→a, если

0
)(

)(
lim =

→ xg

xf
ax

( ) ( ) 0
x

x
lim как так,0

2

3

0x

23 =→=
→

xxox

ПримерПример..

Обозначение: ( ) ( )axgof →=

( ) ( ) 0lim как так,
3

2
32 =∞→=

∞→ x

x
xxox

x

 

5.1. 5.1. ДифференцируемостьДифференцируемость функциифункции. . ПроизводнаяПроизводная

Пусть функция f(x) определена в некоторой окрестности
точки x0.

ЗамечаниеЗамечание.. Из определения видно, что

ЕслиЕсли существуетсуществует такоетакое числочисло AA, , чточто
f(xf(x) = f(x) = f(x00) + ) + A(xA(x––xx00) + ) + o(xo(x––xx00)  )  припри xx→→xx00,,

тото говорятговорят, , чточто функцияфункция f(xf(x)) дифференцируемадифференцируема
вв точкеточке xx00. . 
ЧислоЧисло A A называетсяназывается производнойпроизводной функциифункции вв
точкеточке xx00 ии обозначаетсяобозначается ff//(x(x00).).

( ) ( ) ( )
0

0
0

0

lim
xx

xfxf
Axf

xx −
−

==′
→

 
5.5.22. . ГеометрическийГеометрический смыслсмысл производнойпроизводной

Если x устремить к
x0 , то секущая
превратится в
касательную

( ) ( ) ϕtg
xx

xfxf
=

−
−

0

0

x0 x

f(x)–f(x0)

x–x0

ff//(x(x00) ) равнаравна тангенсутангенсу углаугла
наклонанаклона касательнойкасательной кк графикуграфику
функциифункции ff((xx) ) вв точкеточке xx00
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ЗадачаЗадача. . По графику функции найти приближённо
производные при x=0, x=1, x=2, x=3, x=4, x=5.

,
2

3
)0( −≈′fОтветОтвет..

2

3
)2(,

2

3
)1( −≈′−≈′ ff

,0)3( =′f ,1)4( ≈′f существуетнеf )5(′

НаНа графикеграфике
изломизлом!!

 
5.3. 5.3. УравнениеУравнение касательнойкасательной ии нормальнойнормальной
прямойпрямой кк графикуграфику функциифункции

( ) ( ) ( )000 xxxfxfy −⋅′+=

x0

x0

( ) ( ) ( )0
0

0

1
xx

xf
xfy −⋅

′
−=

 

5.4. 5.4. ТаблицаТаблица производныхпроизводных основныхосновных
элементарныхэлементарных функцийфункций

( )
( )
( ) ( )
( ) ( ) ;

1
ln;

ln

1
log

;;ln

;

;0
1

x
x

ax
x

eeaaa

axx

const

a

xxxx

aa

=′=′
=′=′

=′

=′

−

( )
( )
( )

( ) ;
sin

1

;
cos

1

;sincos

;cossin

2

2

x
ctgx

x
tgx

xx

xx

−=′

=′
−=′

=′

( ) ( )

( ) ( ) ;
1

1
;

1

1

;
1

1
arccos;

1

1
arcsin

22

22

x
arcctgx

x
arctgx

x
x

x
x

+
−=′

+
=′

−

−=′
−

=′

 
5.5. 5.5. ПравилаПравила дифференцированиядифференцирования

( ) ′±′=′± gfgf

( ) ′⋅+⋅′=′⋅ gfgfgf 2g

gfgf

g

f ′⋅−⋅′=
′










( ) ( ) ′⋅′=′ ggfgf )(

( ) ?;3)(
5 ln =′= ⋅ ftgxf xx

ЗадачаЗадача..

ОтветОтвет..

( ) ⋅=′
⋅5 ln2 3cos

1
)(

xx
xf ⋅⋅ 3ln3

5 ln xx ( ) ⋅⋅ −
5

4

ln
5

1
xx 







 ⋅+
x

xx
1

ln

( ) ( ) ( ) ( )xx ln...3tg 51... →→→РешениеРешение..
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( )
21

111
2ln

3sin

3cos3
ln

xarctgxxx

x
f

+
⋅−−+=′

5.5.66. . ““ ЛогарифмическаяЛогарифмическая производнаяпроизводная””

( ) ′=′ f
f

f
1

ln ( )′⋅=′ fff ln

( )
?;

23sin
)( =′

⋅
⋅= f

arctgxx

x
xf

x

ЗадачаЗадача..

( )
( ) arctgxxxx

arctgxxxf x

lnln2ln3sinln

lnln2ln3sinlnln

−−+=
=−−+=РешениеРешение..

ЭтаЭта формулаформула оченьочень удобнаудобна припри дифференцированиидифференцировании
““длинныхдлинных”” произведенийпроизведений илиили частныхчастных..

ОтветОтвет.. ( ) ( ) ( )...
23sin

ln ⋅
⋅

⋅=′⋅=′
arctgxx

x
fff

x

 

( ) ...ln =′f

( ) ?;cos)( =′= fxxf x
ЗадачаЗадача..

...ln =fРешениеРешение..

ЕщёЕщё одинодин случайслучай , , когдакогда используетсяиспользуется
логарифмическаялогарифмическая производнаяпроизводная: : u(x)u(x)v(xv(x))

ОтветОтвет.. ( ) ( ) ( )...cosln ⋅=′⋅=′ xxfff

11
11

( )xx cosln=

( )
x

x
xx

x cos

sin
cosln

2

1 −=

 

5.7. 5.7. ПроизводнаяПроизводная неявнойнеявной функциифункции

( ) ??,;4sin);( 3 =′′=′=+= yyxxyyxyyПримерПример..

( )( ) ...4cos3 2 =′⇒=′++′ yyxyxyyy

РешениеРешение..

Нередко функция задаётся некоторым уравнением, из
которого её затруднительно выразить в явном виде. Тем
не менее производные её всё равно можно вычислить

Продифференцируем обе части равенства, 
считая y=y(x):

( )
( ) xxyy

yxy

⋅+
⋅−=

cos3

cos4
2

Чтобы найти вторую производную, продифференцируем
ещё раз:

( )( ) ( )( )
...

0cossin36 22

=′′
⇒=′′+′+′+′+−′′+′⋅′⋅

y

yxyyxyyxyxyyyyyy

 

ЗадачаЗадача.. Написать уравнение касательной к кривой
y3+xy=x2–1 в точке M(2,1).

...23 2 =′⇒=′++′ yxyxyyy

РешениеРешение.. Уравнение
касательной:

...
3

2
2

=
+

−=
xy

yx

( ) ( )000 xxxyyy −⋅′+=

Точка M(2,1) ⇒ x0=2, y0=1.

Осталось найти y/ как производную от неявной функции.

5

3=

ОтветОтвет.. ( )2
5

3
1 −⋅+= xy
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5.8. 5.8. ПроизводнаяПроизводная функциифункции, , заданнойзаданной параметрическипараметрически

РешениеРешение..

( )
( )

( )
( )
( )













′
′

=′

=
⇒

=
=

tf

tg
y

tfx

tgy

tfx

ЗадачаЗадача..





=′′′=′′=′
=
=

??,?,,
sin

3 yyy
ty

tx







=′

=

t

t
y

tx

cos

3
sin

2













+=

+

=

′










=′′

=

t

tttt

t
t

tttt

t

t

t

y

tx

3

22

22

cos

sin3cos6

cos
cos

sin3cos6

cos

cos

3

sin
y/// – самостоятельно.

 
5.9. 5.9. ДифференцируемостьДифференцируемость ии непрерывностьнепрерывность

ТеоремаТеорема.. Пусть функция f(x) дифференцируема в точке x0. 
Тогда она непрерывна в этой точке.

ЗамечаниеЗамечание.. Обратное
неверно. Например, функция
|x| всюду непрерывна, но не
дифференцируема при x=0:

Излом

Другой пример: 3 2xy =

ДоказательствоДоказательство..

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0000
00

limlim xfxxoxxAxfxf
xxxx

=−+−⋅+=
→→

 

5.10. 5.10. ДифференциалДифференциал

dxfdf ⋅′=

?;
ln

ln)( =






= df
x

x
xfПримерПример..

ОтветОтвет..

ЭтоЭто –– удобноеудобное обозначениеобозначение

( ) dx
xx

x
dx

x
x

xx

x
x

df ⋅−=⋅
⋅−⋅

⋅=
ln

1ln

ln

1
ln1

ln

1
2

 
5.15.111. . ДифференциалДифференциал ии погрешностьпогрешность вычисленийвычислений

xfdff ∆⋅′=≈∆

( )
мм

xf

f
x

f%f

xxfxx

11,0
4

973,1130

973,1130от1

3,113097
3

4
)(,30,радиус

2

3

=≈
⋅

=
′

∆≈∆

≈=∆

≈⋅=≈−

π

πРешениеРешение..

ПримерПример. . Имеется шар радиуса примерно 30 см. С какой
точностью следует измерить этот радиус, чтобы
вычислить объём с точностью 1%?

Пусть требуется вычислить значение функции f(x), а
число x известно нене точноточно, , аа сс некоторойнекоторой
погрешностьюпогрешностью ∆∆xx. Как найти погрешностьпогрешность f(xf(x)?)?

ЕслиЕсли погрешностьпогрешность ∆∆x x маламала, , тото обычнообычно используетсяиспользуется
формулаформула

 



36 36   69      70 
 

5.12. 5.12. ТеоремыТеоремы оо среднемсреднем

ДоказательствоДоказательство. . Так как функция f(x) непрерывна на
отрезке [a,b], то по теореме Вейерштрасса она
принимает свои наибольшее (M) и наименьшее (m)
значения в каких-то точках отрезка.

ТеоремаТеорема РолляРолля.. Пусть функция f(x)
1) непрерывна на отрезке [a;b];
2) дифференцируема на интервале (a;b);
3) принимает одинаковые значения на концах
отрезка: f(a)=f(b).
Тогда существует точка с∈(a;b), в которой f/(c)=0.

c

Если M=m, то f(x)=const и f/=0 везде. 
Если M>m, то либо значение M, либо значение m 
достигается внутривнутри отрезка, и производная в этой
точке равна 0.

 

ТеоремаТеорема ЛагранжаЛагранжа.. Пусть функция f(x)
1) непрерывна на отрезке [a;b];
2) дифференцируема на интервале (a;b). 
Тогда существует точка с∈(a;b), такая что

( )
ab

afbf
cf

−
−=′ )()(

c

ДоказательствоДоказательство.. Сводится к теореме Ролля для
функции

( ) ( ) ( )ax
ab

afbf
xfxg −⋅

−
−−= )()(

 

≤1

ПримерПример.. Пользуясь теоремой Лагранжа, доказать
неравенство ||arctgarctg xx11––arctgarctg xx22|| ≤≤ || xx11––xx22 ||

( ) ( ) ( ) ( )2121 xxcgarctxarctgxarctg −⋅′=−

ДоказательствоДоказательство.. По теореме Лагранжа для f(x)=arctg x 
существует точка c, лежащая между x1 и x2, такая, что

( ) ( ) ( )21221 1

1
xx

c
xarctgxarctg −⋅

+
=−

( )
ab

afbf
cf

−
−=′ )()(

 

ТеоремаТеорема КошиКоши.. Пусть функции f(x) и g(x)
1) непрерывны на отрезке [a;b];
2) дифференцируемы на интервале (a;b);
3) g/(x)≠0 на (a;b).
Тогда существует точка с∈(a;b), такая что

( )
( ) )()(

)()(

agbg

afbf

cg

cf

−
−=

′
′

12
12
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55..113. 3. ПризнакиПризнаки возрастаниявозрастания ии убыванияубывания функцийфункций

Функция f(x) называется неубывающей на
отрезке [a;b], если для любых точек x1<x2
этого отрезка выполнено неравенство
f(x1) ≤ f(x2).

Аналогично определяются невозрастающие
функции.

Если изменить знак неравенства между f(x1) и f(x2) на
строгий, получатся определения возрастающей и
убывающей функций.

 

ТеоремаТеорема.. В тех же предположениях f(x) является
невозрастающей в том и только в том случае, если
f/(x) ≤ 0 на (a;b).

ТеоремаТеорема.. Пусть функция f(x)
1) непрерывна на отрезке [a;b];
2) дифференцируема на интервале (a;b);
Тогда f(x) является неубывающей в том и только в том случае, 
если f/(x) ≥ 0 на (a;b).

Теорема. Пусть функция f/(x) непрерывна в окрестности точки c. 
Тогда
1)1) Если f/(с) >0 и f/(x) непрерывна, то функция f(x) возрастает в
некоторой окрестности точки c.
2) Если f/(c) < 0 f/(x) непрерывна, то функция f(x) убывает в
некоторой окрестности точки c.

ТеоремаТеорема.. 1)1) Если f/(x) >0 на (a;b), то функция f(x) возрастает на
[a;b].
2) Если f/(x) < 0 на (a;b), то функция f(x) убывает на [a;b].

 

55..114. 4. ЭкстремумЭкстремум функциифункции

ТочкаТочка xx0 0 называетсяназывается точкойточкой локальноголокального
максимумамаксимума функциифункции f(xf(x)), , еслиесли вв некоторойнекоторой еёеё
окрестностиокрестности длядля всехвсех x x выполненовыполнено неравенствонеравенство
f(xf(x) ) ≤≤ f(xf(x00).).

ТочкаТочка xx00 называетсяназывается точкойточкой строгогострогого локальноголокального
максимумамаксимума функциифункции f(xf(x)), , еслиесли вв некоторойнекоторой еёеё
окрестностиокрестности длядля всехвсех xx≠≠xx00 выполненовыполнено
неравенствонеравенство f(xf(x) ) < < f(xf(x00).).

Аналогично определяются локальные минимумыминимумы

 

55..115. 5. НеобходимоеНеобходимое условиеусловие экстремумаэкстремума

ТеоремаТеорема.. Если функция f(x) имеет локальный
максимум или минимум в точке c, то её производнаяпроизводная вв
точкеточке c либо равнаравна 00, либо нене существуетсуществует.

ДоказательствоДоказательство.. Если функция f(x) не имеет
производной в точке cc, то доказывать нечего. Пусть
производная существует и не равна 0, например
f/(c)=A>0. По определению производной

f(xf(x) ) –– f(f(сс) = ) = AA··(x(x––c) + c) + o(xo(x––c)  c)  припри xx→→cc,,

Если x близко к cc, то левая часть этого равенства
имеет один и тот же знак при x>c и x<c (так как в точке
c максимум или минимум), а правая часть меняет знак
при переходе через cc. Получилось противоречие.
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ТеоремаТеорема ((второевторое достаточноедостаточное условиеусловие)).. Пусть
функция f(x) имеет вторую производную в точке с. 
Пусть f/(x)=0. Тогда

1) если f//(с)>0, то в точке с строгий минимумминимум;
2) если f//(с)<0, то в точке с строгий максимуммаксимум

55..116. 6. ДостаточныеДостаточные условияусловия экстремумаэкстремума

ТеоремаТеорема ((первоепервое достаточноедостаточное условиеусловие)).. Пусть
функция f(x) непрерывна в точке с. Тогда

1) если в некоторой окрестности точки с
f/(x)<0 при x<c и f/(x)>0 при x>c, 

то в точке с строгий минимумминимум;
2) если в некоторой окрестности точки с

f/(x)>0 при x<c и f/(x)<0 при x>c,
то в точке с строгий максимуммаксимум.

 
55..117. 7. НаибольшееНаибольшее ии наименьшеенаименьшее значениезначение
функциифункции нана отрезкеотрезке

ЧтобыЧтобы найтинайти
наибольшеенаибольшее значениезначение
функциифункции нана отрезкеотрезке, , 

нужнонужно выбратьвыбрать
наибольшеенаибольшее значениезначение

средисреди 1) 1) всехвсех локальныхлокальных
максимумовмаксимумов ии

2) 2) значенийзначений нана концахконцах
отрезкаотрезка..

АналогичноАналогично сс
наименьшимнаименьшим
значениемзначением

 

55..118. 8. ВыпуклостьВыпуклость ии точкиточки перегибаперегиба

ЕслиЕсли функцияфункция f(xf(x) ) дифференцируемадифференцируема вв точкеточке cc
ии вв некоторойнекоторой окрестностиокрестности точкиточки c c точкиточки
графикаграфика f(xf(x)) лежатлежат вышевыше точекточек касательнойкасательной вв
cc, , тото говорятговорят, , чточто вв точкеточке c c функцияфункция выпуклавыпукла
внизвниз..
АналогичноАналогично определяетсяопределяется выпуклостьвыпуклость вверхвверх..

ВопросВопрос.. Сколько
тут точекточек перегибаперегиба?

 

ТеоремаТеорема ((достаточноедостаточное условиеусловие перегибаперегиба)).. Пусть
функция f(x) имеет вторую производную в некоторой
окрестности точки сс. Тогда если вторая производная
меняет знак при переходе через точку cc, то в точке cc –
перегиб.

ТеоремаТеорема.. Пусть функция f(x) имеет вторую производную
на интервале (a;b). Тогда

1) если на этом интервале f//(x)<0, то на нём функция
выпукла вверх;

2) если на этом интервале f//(x)>0, то на нём функция
выпукла вниз.
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55..119. 9. АсимптотыАсимптоты графикаграфика функциифункции

АсимптотойАсимптотой бесконечнойбесконечной ветвиветви графикаграфика
называетсяназывается такаятакая прямаяпрямая, , расстояниерасстояние додо
которойкоторой отот удаляющейсяудаляющейся точкиточки, , движущейсядвижущейся попо
этойэтой ветвиветви, , стремитсястремится кк 0.0.

На
кл
он
на
я

Горизонтальная

В
е
р
ти
ка
л
ь
н
а
я

 
ВертикальнаяВертикальная асимптотаасимптота:: x=ax=a, , если хотя бы
один из двух пределов
бесконечен

)(lim,)(lim
00

xfxf
axax +→−→

ГоризонтальнаяГоризонтальная асимптотаасимптота:: y=by=b , , если хотя бы
один из двух пределов
равен b

)(lim,)(lim xfxf
xx +∞→−∞→

НаклоннаяНаклонная асимптотаасимптота:: y=y=kx+bkx+b припри xx→→––∞∞∞∞∞∞∞∞, , 
если конечны пределы

( )kxxfb
x

xf
k

xx
−==

−∞→−∞→
)(lim,

)(
lim

НаклоннаяНаклонная асимптотаасимптота:: y=y=kx+bkx+b припри xx→→++∞∞∞∞∞∞∞∞,,
если конечны пределы

( )kxxfb
x

xf
k

xx
−==

+∞→+∞→
)(lim,

)(
lim

 

55.20. .20. СхемаСхема построенияпостроения графикаграфика функциифункции

1.1. ОбластьОбласть определенияопределения функциифункции
2.2. ТочкиТочки пересеченияпересечения сс осямиосями координаткоординат
3.3. ПределыПределы нана краяхкраях областиобласти определенияопределения ии вв

особыхособых точкахточках
4.4. ПерваяПервая производнаяпроизводная. . ИнтервалыИнтервалы

возрастаниявозрастания ии убыванияубывания. . ЭкстремумыЭкстремумы..
5.5. ВтораяВторая производнаяпроизводная. . ПромежуткиПромежутки

выпуклостивыпуклости. . ТочкиТочки перегибаперегиба..
6.6. АсимптотыАсимптоты..

 

ПримерПример.. Построить график функции

РешениеРешение.. x

x
y

13 +=

1) Область определения x≠0

2) Точки пересечения с осями. OX: y=0,x= –1
OY: x=0 нет

3) Пределы

00
lim,lim,lim,lim

+→−→+∞→−∞→ xxxx

+∞==
−∞→−∞→ x

x
xx

3

lim...lim

+∞=
+∞→

...lim
x

−∞=
−→

...lim
0x

+∞=
+→

...lim
0x
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2

3 12

x

x
y

−=′4) Производная

Нули производной: 3 5,00 =⇒=′ xy

Знаки производной:

89,1
1

79,05,0
3

min

3
min

≈+=

⇒≈=

x

x
y

x

3 5,00 – +–

min

13
13

 
( )

3

3 12

x

x
y

+=′′5) Вторая производная

Нули второй производной: 10 −=⇒=′′ xy

Знаки второй производной:

0

1

=

⇒−=

пер

пер

y

x

1− 0 +–+

перегиб

 

6) Асимптоты

Вертикальные:

Горизонтальные:

+∞=
+→

...lim
0x

−∞=
−→

...lim
0x

x=0

+∞=
−∞→

...lim
x

+∞=
+∞→

...lim
x

нет

Наклонные (y=kx+b):

( )

±∞=+=

==

±∞→

±∞→

2

3 1
lim

lim

x

x

x

xf
k

x

x

нет

 

ПримерПример.. Построить график функции

РешениеРешение. . 
( )3 21−⋅= xxy

1) Область определения: x любое

2) Точки пересечения с осями. OX: y=0, x=0 или 1 
OY: x=0 y=0

3) Пределы

+∞→−∞→ xx
lim,lim

+∞=
−∞→

...lim
x

−∞=
+∞→

...lim
x
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3

10 + –+

max

1 +

( )( )
( )( ) 3/12

3/23/1

1

3/1
...1

−

−==
′

−=′
xx

x
xxy4) Производная

Нули производной: 3/10 =⇒=′ xy

Знаки производной:

529,01
3

1

3

1

3/1

3

2

max

max

≈






 −⋅=

⇒=

y

x

 

0 –+ 1 –

( )( ) ( )( ) 3/1453/12 19

2
...

1

3/1

−
−==

′















−
−=′′

xxxx

x
y

5) Вторая
производная

Нули второй производной: нет

Знаки второй производной:

 

6) Асимптоты Вертикальные: нет

Горизонтальные:
+∞=

−∞→
...lim

x

−∞=
+∞→

...lim
x

нет

Наклонные (y=kx+b):

( ) ( )

1lim

1
limlim

2

3 3

2

3 2

==

=
−

==

±∞→

±∞→±∞→

x

x

x

xx

x

xf
k

x

xx

( )
[ ] 3/2...

1lim 3 2

−==∞−∞=

=−−=
±∞→

xxxb
x

y=x–2/3

 
55.21. .21. ФормулаФормула ТейлораТейлора

РешениеРешение.. Будем искать многочлен в виде
( ) ( ) ( )32 111)( −+−+−+= xDxCxBAxP

ЗадачаЗадача.. Найти многочлен третьей степени, у которого
значение в точке x0= 1, а также первая, вторая и третья
производные совпадают с соответствующими
значениями функции y=lnx и её производных.

Тогда

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )32

32

1
18

1
1

4

1
1

1
6

1nl
1

2

1nl
11nl1ln)(

−+−−−=

−
′′′

+−
′′

+−′+=

xxx

xxxxPОтветОтвет..

( ) ( ) 11nl)1(1nl

01ln)1(1ln

=′=⇒=′=′
==⇒==

BBP

AAP

( ) ( )
( ) ( ) 3/16/1nl6)1(1nl

2/12/1nl2)1(1nl

=′′′=⇒=′′′=′′′
−=′′=⇒=′′=′′

DDP

CCP
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Обобщение предыдущей
задачи приводит к
формулеформуле ТейлораТейлора

Это – одна из
основных
формул

математического
анализа

 

ТеоремаТеорема.. ПустьПусть функцияфункция f(xf(x) ) вв некоторойнекоторой
окрестностиокрестности точкиточки xx00 имеетимеет производныепроизводные додо
порядкапорядка nn+1+1 включительновключительно. . ТогдаТогда

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) 0

1
0

1

1

10
0

2
0

0
0

0
0

 и между  лежит,
!1

где

,
!

...
!2!1

xxxx
n

f
R

Rxx
n

xf

xx
xf

xx
xf

xfxf

n
n

n

n
n

n

ξξ +
+

+

+

−
+

=

+−+

+−
′′

+−
′

+=

 

ЗамечаниеЗамечание.. Пусть Pm(x) – многочлен степени m. Тогда
все производные порядка больше m, очевидно, равны
нулю. Поэтому остаточный член Rm+1=0:

( )( ) 001 , xxxxoR n
n →−=+

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m
m

mm
mm xx

m

xP
xx

xP
xPxP 0

0
)(

0
0

/

0 !
...

!1
−++−+=

ЗамечаниеЗамечание.. Иногда остаточный член Rn+1 записывают
просто в виде

 

ПримерПример.. Написать формулу Тейлора третьего порядка
для функции f(x)=x5 в точке x= –1

РешениеРешение.. Здесь x0= –1. Вычислим в этой точке
производные до 3 порядка включительно.

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) 601,60

201,20

51,5

11,

2

3

4

5

=−′′′=′′′
−=−′′=′′

=−′=′
−=−=

fxxf

fxxf

fxxf

fxxf

ОтветОтвет..

( ) ( ) ( ) ( )( ) 1,11
6

60
1

2

20
1

1

5
1 3325 −→+++++−++−= xxoxxxx
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55.22. .22. НекоторыеНекоторые стандартныестандартные разложенияразложения попо
формулеформуле ТейлораТейлора вв точкеточке xx00=0=0

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) 0,...
!3

21

!2

1
11

0,1...
32

1ln

0,
!2

1...
!4!2

1cos

0,
!12

1...
!5!3

sin

0,
!

...
!2!1

1

32

1
32

12
242

22
1253

2

→++−−+−++=+

→+−+−+−=+

→+−+−+−=

→+
+

−+−+−=

→+++++=

+

+

+
+

xxoxxxx

xxo
n

xxx
xx

xxo
n

xxx
x

xxo
n

xxx
xx

xxo
n

xxx
e

n

n
n

n

n
n

n

n
n

n

n
n

x

ααααααα

 

55.23. .23. ПрименениеПрименение формулыформулы ТейлораТейлора кк
приближённымприближённым вычислениямвычислениям

14
14

ЗадачаЗадача.. Оценить погрешность приближённой формулы

РешениеРешение.. Правая часть является формулой Тейлора
порядка 2 для левой в точке x0=0. Погрешность
равенства равна |R3|. Найдём оценку для R3.

3,0,
9

1

3

1
11 23 <−+≈+ xxxx

( )

0005,0
3,01276

3,010

1276

10

1
3

5

3

2

3

1

6

1

!3

)(
,1)(

3/8

3

3/8

3

3

3
3

8
3

///

3
3

≈
−⋅

⋅<
+⋅

=

⋅+






 −







 −⋅=⋅=+= −

ξ

ξξ

x
R

xx
f

Rxxf

 

6. Дифференциальное исчисление 
функций нескольких переменных 

66..00. . НекоторыеНекоторые определенияопределения ии обозначенияобозначения

RRnn – n-мерное пространство

ШароваяШаровая окрестностьокрестность точки A: Oε(A)={M:ρ(A,M)< ε}

Расстояние между точками A(a1;a2;…;an) и B(b1;b2;…;bn) :

( ) ( ) ( )22
11 ..., nn babaABBA −++−==

→
ρ

x=(x1;x2;…;xn) – точка n-мерного пространства с
координатами (x1;x2;…;xn)

ОкрестностьОкрестность точкиточки AA: любое множество, 
содержащее какую-нибудь шаровую
окрестность точки A.
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Функция нескольких переменных обозначается
f(x), x∈Rn, или f(x1,…,xn).

ПримерПример..
2zy

xy
z)y,g(x,

+
=

Функция трёх
переменных

66.1. .1. ПределПредел функциифункции несколькихнескольких переменныхпеременных

∀ε>0 ∃δ>0, такое что |f(x)–b|< ε при 0<ρ(x,a)<δ

( ) ( )nn
ax

,...,aaa,,...,xxxbxf 11где,)(lim ===
→

 
66..22. . НепрерывностьНепрерывность функциифункции несколькихнескольких переменныхпеременных

Говорят, что функцияфункция f(xf(x11,,……,,xxnn)) непрерывнанепрерывна вв точкеточке
a=(aa=(a11,,……,a,ann)), если

)()(lim afxf
ax

=
→

66..33. . ЧастныеЧастные производныепроизводные

ЧастнойЧастной производнойпроизводной функции f(x1,…,xn) по переменной
xj в точке a=(a1,…,an) называется производная функции
одной переменной g(x)= f(a1,…,xj,…,an) в точке aj.

Обозначение jx
j

f
x

f ′
∂
∂

или

 

ОтветОтвет. . 

ЗадачаЗадача. . Найти все частные производные первого
порядка функции ( ) ( )w

vuwvuh 2,, +=
( ) ,

12 −+=′ w

u vuwh ( ) ,2
12 vvuwh

w

v ⋅+=′ −

( ) ( )22 ln vuvuh
w

w +⋅+=′

ЗадачаЗадача. . Найти все частные производные второго
порядка функции ( ) ( )2sin, xyyxf =
РешениеРешение. . Сначала найдём частные производные
первого порядка, а затем второго

( ) ( ) xyxyfyxyf yx 2cos,cos 222 ⋅=′⋅=′

( )( ) ( )
( )( ) ......,...,cos

sincos

22

4222

=′′=′′=′⋅=′′

⋅−=′⋅=′′

yyyxyxy

xxx

ffyxyf

yxyyxyf

 

ТеоремаТеорема оо равенстверавенстве смешанныхсмешанных производныхпроизводных. . 
Если в некоторой окрестности точки (x0,y0) существуют
производные и эти производные непрерывны
в точке (x0,y0), то

yxxy ff ′′′′ ,

( ) ( )0000 ,, yxfyxf yxxy ′′=′′

ЗадачаЗадача. . Найти все частные производные третьего
порядка функции ( ) 23, ababag +=

ЗадачаЗадача. . Сколько различных частных производных
второго порядка может быть у функции от четырёх
переменных f(x,y,z,t)? А третьего порядка?
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6.4. 6.4. ДифференциалДифференциал

nxxx dxfdxfdxfdf
n

⋅′++⋅′+⋅′= ...21 21

?;
2

),( =
+

= df
yx

x
yxfПримерПример..

РешениеРешение..

ЭтоЭто –– удобноеудобное обозначениеобозначение

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )22

22

2

2

2

220

2

2

2

121

yx

x

yx

xyx
f

yx

y

yx

xyx
f

y

x

+
−=

+
⋅−+⋅=′

+
=

+
⋅−+⋅=′

( ) ( )
dy

yx

x
dx

yx

y
df

22 2

2

2

2

+
−

+
=ОтветОтвет..

 
6.5. 6.5. ПогрешностьПогрешность вычисленийвычислений

nxxx xfxfxff
n

∆′++∆′+∆′≈∆ ...21 21

секk
k

m
m

mk

kTmTTсек,
k

m
T km

02,02007,01,014,0

,412

3
≈⋅+⋅≈∆−+∆=

=∆′+∆′≈∆≈=

ππ

πРешениеРешение..

ПримерПример.. Имеется пружинный маятник массой m=2 ± 0,1 кг, 
жёсткость пружины k=100 ± 2 кг/с2. Найти период колебаний
этого маятника.

ЕслиЕсли требуетсятребуется вычислитьвычислить значениезначение функциифункции f(xf(x11,,……,,xxnn)), , 
аа числачисла xxii известныизвестны нене точноточно, , аа сс некоторыминекоторыми
погрешностямипогрешностями ∆∆xxii, , тото каккак найтинайти погрешностьпогрешность f ?f ?

ЕслиЕсли погрешностипогрешности ∆∆xxii малымалы, , тото обычнообычно используетсяиспользуется
формулаформула

ОтветОтвет.. сек,,T 02041 ±=
 

6.6. 6.6. ГрадиентГрадиент

( ) ),...,,(
21 nxxx ffffgrad ′′′=

ПримерПример.. f(x,y,z)=x2–yz3. Найти grad(f) в точке M(1,2,3).

РешениеРешение..

Градиент – это вектор

543

27

22

2

3

−=−=′

−=−=′
==′

yzf

zf

xf

z

y

x

( ) )54;27;2( −−=fgradОтветОтвет..

 
6.7. 6.7. ПроизводнаяПроизводная попо направлениюнаправлению..

( )
a

afgrad

a

f ⋅=
∂
∂

ПримерПример. . Возрастает или убывает функция f(x,y)=xy2–y3 в
точке M(1,–2) в направлении на точку N(2,–4)?

Частная производная – это
производная в направлении
одной из осей координат. А
как найти производную в
направлении
произвольногопроизвольного вектора?

( ) ...(...),(...), =
∂
∂===

a

f
fgradMNa

ОтветОтвет……

a

Производная по
направлению
вектора a

РешениеРешение..
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6.8. 6.8. ЗависимостьЗависимость производнойпроизводной отот направлениянаправления..

( ) ( )
⇒

⋅⋅
=⋅=

∂
∂

a

afgrad

a

afgrad

a

f ϕcos

ТеоремаТеорема. . 

1. Производная максимальнамаксимальна в направлениинаправлении градиентаградиента (φ=0).

2. Производная положительнаположительна в направлении, образующем
острыйострый уголугол сс градиентомградиентом.

3. Производная равнаравна 00 в направлении, перпендикулярномперпендикулярном
градиенту.

4. Производная отрицательнаотрицательна в направлении, образующем
тупойтупой уголугол сс градиентомградиентом.

5. Производная минимальнаминимальна в направлении, обратном
градиенту.

Формулу для производной по направлению можно преобразовать:

( ) ϕcos⋅=
∂
∂

fgrad
a

f
φ a

grad f

 

СледствиеСледствие. . 

1. Градиент функции в точке показывает направление
наискорейшего возрастания функции в этой точке.

2. Градиент функции в любой точке перпендикулярен
линии уровня, проходящей через эту точку.

Из пунктов 1 и 3 теоремы вытекает

ЗадачаЗадача.. Даны линии уровня
некоторой функции от двух
переменных. Как направлен
градиент в отмеченных точках?

10
15 20

25

15
15

 

6.9. 6.9. КасательнаяКасательная плоскостьплоскость кк поверхностиповерхности..

Тогда, как в предыдущем следствии, градиентградиент функции
f(x,y,z) в точке M будет перпендикуляренперпендикулярен поверхностиповерхности, т.е. 
будет являться нормальюнормалью к касательной плоскости. 
Поэтому уравнениеуравнение касательнойкасательной плоскостиплоскости имеет вид:

Пусть поверхность в
пространстве задана
уравнением

( ) ( ) ( )
( ) ( )fgradnnn

zznyynxxn

=
=−+−+−

321

030201

,,где

,0

0),,( =zyxf

M(x0,y0,z0)

 
6.10. 6.10. НормальнаяНормальная прямаяпрямая кк поверхностиповерхности..

Так как градиент функции f(x,y,z) в точке M 
перпендикулярен поверхности, то
уравнениеуравнение нормальнойнормальной прямойпрямой имеет вид:

Пусть поверхность в
пространстве задана
уравнением

( ) ( ) ( )

( ) ( )fgradnnn

n

zz

n

yy

n

xx

=

−
=

−
=

−

321

3

0

2

0

1

0

,,где

,

0),,( =zyxf

M(x0,y0,z0)
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Затем найдём grad f в точке A:…

( ) ( ) ( )

1

11

8

2

6

1

,0112816

−=
−
−=

−
−

=−+−−−−
zyx

zyx

ЗадачаЗадача.. Написать уравнения касательной плоскости и
нормальной прямой к параболоиду z=3x2+2y2 в точке
A(1,2,11).

РешениеРешение.. Сначала запишем уравнение в виде
f(x,y,z)=0…

Теперь напишем уравнение касательной плоскости и
нормальной прямой:

023 22 =−− yxz

......,,66

,23 22

=′=′−=−=′
−−=

zyx ffxf

yxzf

 
6.11. 6.11. ЭкстремумЭкстремум функциифункции несколькихнескольких
переменныхпеременных. . НеобходимоеНеобходимое условиеусловие экстремумаэкстремума

ТочкаТочка xx00 называетсяназывается точкойточкой локальноголокального
максимумамаксимума функциифункции f(xf(x))==f(xf(x11,, xx22,,……,, xxnn)), , еслиесли вв
некоторойнекоторой окрестностиокрестности точкиточки xx00 длядля всехвсех x x 
выполненовыполнено неравенствонеравенство f(xf(x) ) ≤≤ f(xf(x00).).

ТочкаТочка xx00 называетсяназывается точкойточкой строгогострогого локальноголокального
максимумамаксимума функциифункции f(xf(x)=f(x)=f(x11,x,x22,,……,,xxnn)), , еслиесли вв
некоторойнекоторой окрестностиокрестности точкиточки xx00 длядля всехвсех xx≠≠xx00

выполненовыполнено неравенствонеравенство f(xf(x) ) < < f(xf(x00).).

Аналогично определяются локальные минимумыминимумы

 

Ясно, что если функция f(x1,…,xn) имеет экстремум
(например, максимум) в точке x0, то она имеет его и по
каждой переменной в отдельности. Поэтому
необходимымнеобходимым условиемусловием экстремумаэкстремума является его
наличие попо каждойкаждой переменнойпеременной вв отдельностиотдельности.

ТеоремаТеорема.. Если в точке x0=(x1
0,…,xn

0) функция
f(x1,…,xn) имеет экстремум, то в этой точке каждая
из частных производных функции f(x1,…,xn) либо
равна 0, либо не существует.

ЗадачаЗадача.. Найти экстремумы функции f(x,y) =x2 – y4.

РешениеРешение.. Необходимое условие экстремума:





=
=

⇒




=
=

⇒




=′
=′

0

0

04

02

0

0
3 y

x

y

x

f

f

y

x Есть ли в точке
M(0;0)

экстремум?

 
6.12. 6.12. ДостаточноеДостаточное условиеусловие экстремумаэкстремума функциифункции
двухдвух переменныхпеременных..

В этом пункте мы будем рассматривать функцию двух
переменных f(x,y).

ТеоремаТеорема ((достаточноедостаточное условиеусловие экстремумаэкстремума))..
При указанных условиях:

� в точке M минимум, если в этой точке ∆>0 и f//xx>0;

� в точке M максимум, если в этой точке ∆>0 и f//xx<0;

� в точке M нет экстремума, если в этой точке ∆<0.

Пусть в точке M(x0,y0) выполнено условие 



=′
=′

0

0

y

x

f

f

Обозначим
yyxy

xyxx

ff

ff

′′′′
′′′′

=∆
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ЗадачаЗадача.. Найти экстремумы функции
f(u,v) = 3u2 – u3 + 3v2 + 4v

РешениеРешение.. 1) Необходимое условие экстремума: ⇒




=′
=′

0

0

v

u

f

f

⇒




=+
=−

046

036 2

v

uu ( )
⇒





−=
=−⋅
3/2

023

v

uu Две точки-
кандидата: 
A(0, –2/3) и
B(2; –2/3)

2) Достаточное условие экстремума:

60

066 u

ff

ff

vvuv

uvuu −
=

′′′′
′′′′

=∆

В точке A(0; –2/3): ∆=36 → есть экстремум,
f//uu=6>0 → минимум

В точке B(2, –2/3): ∆=…→…, f//uu… → …
 

ЗадачаЗадача.. Найти экстремумы функции
f(x,y) = 2x3 –xy2 + 5x2 + y2

РешениеРешение.. 1) Необходимое условие экстремума:

...
0

0
⇒





=′
=′

y

x

f

f

2) Достаточное условие экстремума:

...=′′′′
′′′′

=∆
yyxy

xyxx

ff

ff

ОтветОтвет.. В точке (0;0) минимум. Больше экстремумов нет

 

6.13. 6.13. УсловныйУсловный экстремумэкстремум..

В общем случае задача выглядит так:

Часто встречается
задача найти
экстремум функции, 
когда на переменные
наложены некоторые
ограничения. 
Например:

( )

( )











=

=
→

0g

...

0g

min)или(max)(

m

1

x

x

xfЦелевая
функция

Ограничения

Найти максимальное
значение произведения

xy, если x+2y=10

 

ТеоремаТеорема ((необходимоенеобходимое условиеусловие условногоусловного
экстремумаэкстремума)).. Пусть в некоторой окрестности точки x0
целевая функция f(x) и ограничения gi(x) 
дифференцируемы. Тогда для того, чтобы в точке x0 
был условныйусловный экстремумэкстремум,, необходимонеобходимо, чтобы в этой
точке grad(f) разлагался по grad(g1), …, grad(gn).

ЗадачаЗадача.. Найти расстояние от точки A(0;2) до параболы
y=x2.

( )




=
→−+

2

22 min2

xy

yx

РешениеРешение..

A
M(x,y)

( ) ( ) ( )42;2,2 22 −=−+= yxfgradyxf

( ) ( )1;2, 1
2

1 xggradxyg −=−=
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16
16

( ) ( )
( )




=
⋅=

01

1

xg

ggradfgrad λ

5,1,5,1 == xy

В этом случае всего одно ограничение, поэтому
необходимое условие экстремума примет вид:

( ) ( )
⇒





=
−=−

2

1;242;2

xy

xyx λ
⇒









=
=−

−=

2

42

22

xy

y

xx

λ
λ







 −==

...

...

1либо0 λx

Две точки, М1 и М2:

либо0,0 == yx A
M2

M1

В точке М1 локальный максимум
расстояния, в точке М2 – минимум

Ответ: Расстояние равно ( ) ( ) 75,125,15,1 22

2 =−+=AM

 
 

 
 
7. Комплексные числа 

7.1. 7.1. ОпределениеОпределение..

Комплексным числом называется выражение
вида

a + a + ibib,
где a и b – действительные числа,  
ii – так называемая мнимаямнимая единицаединица. 
Она удовлетворяет условию

ii22==––1.1.

МножествоМножество комплексныхкомплексных чиселчисел обозначаетсяобозначается CC..

Пусть дано комплексное число z = a + ib. Тогда
число a называют вещественной частью z и
обозначают a=Re z, число b называют мнимой
частью z и обозначают b=Imz.

 
7.7.22. . ОперацииОперации наднад комплекснымикомплексными числамичислами..

7.7.22.1. .1. СложениеСложение ии вычитаниевычитание..

ПримерПример.. (5+2i) – (8+7i) = –3–5i

7.7.22.2. .2. УмножениеУмножение..

ПримерПример.. (4–3i) · (2+5i) = 4·2+ 4·5i +…=… =23+14i

7.7.22..33. . ДелениеДеление..

ПримерПример..

( ) ( )
( ) ( ) ==

−⋅+
−⋅−=

+
−

...
3434

3452

34

52

ii

ii

i

i
i

i
16,128,0

34

267
22

−=
+
−−

ЗадачаЗадача.. Решить уравнение az=b, где a=1-2i, b=3+i.
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7.7.22..33. . КомплексноеКомплексное сопряжениесопряжение..

ПримерПример.. Решить квадратное уравнение i·z2+(1+2i)·z+1=0.

( ) 33421 2 iiiD =−=−+=

ib-az =Пусть z = a+ib, тогда

Легко проверить, что

22 bazz +=⋅
2121

2121

zzzz

zzzz

±=±

⋅=

РешениеРешение.. ( )
,

2

21
21 i

Di
z ,

±+−=

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ,

4

2432

22

2321

2

321
1

i

ii

iii

i

ii
z

+−=
−⋅

−⋅+−−=++−=

( )
,

4

2432
...

2

321
2

i

i

ii
z

+−−==−+−=

 
7.3. 7.3. ТригонометрическаяТригонометрическая формаформа записизаписи..

Комплексное число z=a+ib
обычно изображают точкой
на плоскости. Числа a и b 
являются декартовыми
координатами этой точки

Наряду с декартовыми на
плоскости иногда удобно
использовать полярные
координаты точки –
числа ρ и φ

z

φφ
ρρ

z=a+ib

a

b

a=Re z, b=Imz

22 baz +=

ЧислоЧисло ρ=|z|
называется модулем
комплексного числа zz

 

Ясно, что



















<=−

>=

<<+−

≥<+

>

=

0b 0,a  при  
2

0b 0,a  при  
2

0b0,a  при  

0b0,a  при  

0a  при  

arg

π

π
π

π

a

b
arctg

a

b
arctg

a

b
arctg

z

Здесь argzargz∈∈((––π, π] – главное значение аргумента

Аргумент числа z=0 не определён

Arg z=argz+2πk (k=0,±1,±2,…)

Число φ=Argz называется аргументомаргументом комплексного
числа z. Аргумент комплексного числа z≠0 определён

c точностью до слагаемого, кратного 2π:

 

Ясно, что

ϕϕρ
ϕϕρ

sinsin

,coscos

zb

za

==

==

z=|z=|z|z|··(cos(cosφφ ++ ii··sinsinφφ))

Отсюда получается
тригонометрическая форма
записи комплексного числа::

z

φφρρ

a

b

7.4. 7.4. ФормулаФормула ЭйлераЭйлера..

eiφ = cosφ + i·sinφ

В частности, 1−=πie

...2 =
π

i
e

...2

3

=
π

i
e

...2 =πie
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z=|z=|z|z|··eeiiφφ
Из формулы Эйлера получаем
показательную форму записи
комплексного числа:

7.5. 7.5. ПоказательнаяПоказательная формаформа записизаписи
комплексногокомплексного числачисла..

� При умножении комплексных чисел их модули
перемножаются, а аргументы складываются
� При делении модули делятся, а аргументы
вычитаются

Она удобна для выполнения умножения и
деления чисел. Действительно,

( ) ( ) ( )2121

2

1

2

1

2

1
2121

22

11 , ϕϕϕϕ
ϕ

ϕ

ρ
ρρρ

ρ
ρ −+ =⋅=⋅⇒





=
= ii

i

i

e
z

z
ezz

ez

ez

 

ПримерПример.. Вычислить z20, если z=2– i

РешениеРешение.. Возводить в 20-ю степень долго, проще
воспользоваться показательной формой записи

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )[ ]

i

iz

zzArgz

arctgzz

14769849653287

272952,9sin272952,9cos9765625

272952,9arg20,97656255

463648,0
2

1
arg,512

20

202020

22

−−=
=−+−⋅≈

−≈⋅===

−≈






−==−+=

В частности,

( ) ϕϕϕϕ nini n sincossincos +=+

( )ϕϕ ninzz
nn sincos +⋅=

Формула
Муавра

 

7.6. 7.6. КорниКорни изиз комплексныхкомплексных чиселчисел

1...,,1,0,
2

−=⋅=







 +
nkezz n

k

n
i

nn

πϕ

Для любого z≠0 и любого натурального n 
существует ровно n корней n-й степени из z.

Вот они:

ПримерПример.. Найти все кубические корни из z = – 8

РешениеРешение.. |z|=8, argz=π

( ) ( ) ( )( )
( )

( )
iez

ez

iiez

i

i

i

−=⋅=

−=⋅=

+=+=⋅=

+

+

38

28

33sin3cos28

3
4

33
3

3
2

33
2

33
1

ππ

ππ

π ππ z1

z3

z2

 

7.7. 7.7. КомплексныеКомплексные корникорни многочленовмногочленов

Теорема. Любой многочлен степени n 
с комплексными коэффициентами имеет
ровно n комплексных корней с учётом их
кратности.

ПримерПример.. Многочлен Z15 + 2·Z3 + 1 имеет ровно 15 
комплексных корней, только один из которых
вещественный
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