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1. Неопределённый интеграл 

ОпределениеОпределение. . Функция F(x) называется

первообразнойпервообразной функции f(x),  если
F /(x) = f(x)

1.0. 1.0. ПервообразнаяПервообразная

ПримерыПримеры::

xxFxxf

x
xFxxf

sin)(,cos)(.2
2

)(,)(.1
2

==

==

ТеоремаТеорема.. Если F(x) – первообразная функции f(x),
то F(x)+C – также первообразная функции f(x).
Любая первообразная функции f(x) имеет вид
Φ(x)=F(x)+C.

Действительно,    (F(x)+C)/ = F / (x) + C / = f(x).

Пусть Φ(x) − другая первообразная f(x). Тогда

F / (x) –Φ / (x) = 0,   (F(x) –Φ(x)) / = 0  ⇒

F(x) –Φ(x) = C.

 

∫ += .)()( CxFdxxf

1.1. 1.1. НеопределённыйНеопределённый интегралинтеграл

∫ ∫= dxxgdxxf )()( понимается с

точностью до

константы

Неопределённым интегралом от функции

f(x) называется совокупность всех её
первообразных

1.2. 1.2. СвойстваСвойства неопределенногонеопределенного интегралаинтеграла::

∫ ∫ == ,)()')(()()1 dxxfdxdxxfdxxfd

∫ ∫= ,)()()2 dxxfkdxxkf

∫ ∫ ∫+=+ .)()())()(()3 dxxgdxxfdxxgxf

ЗамечаниеЗамечание. . ВообщеВообще говоряговоря,,

∫ ∫ ∫⋅≠⋅ !)()())()(( dxxgdxxfdxxgxf

.)()()4 1 CbaxFdxbaxf a ++=+∫
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1.3. “Табличные” интегралы

α
α

αα αα xxx x =⇒= +
− +

)'()'()1 1
1 1

.1    при    1

1 −≠+= +
+

∫ αα
α α

Cdxx x

.0      ln,)'(ln)2 1 >+=⇒= ∫ xприCxx x
dx

x

0      )ln())'(ln( 1 <+−=⇒=− ∫ xприCxx x
dx

x

.||ln Cxx
dx +=∫

.)'(ln)'()3 ln
x

a
axx aaaa

x =⇒=

.ln Cdxa a
ax x +=∫

.a)3 Cedxe xx +=∫

∫ +=⇒= .sincoscos)'(sin)4 Cxxdxxx

∫ +−=⇒−= .cossinsin)'(cos)5 Cxxdxxx

.tg)'tg()6 22 coscos
1 Cxx

x
dx

x
+=⇒= ∫

.ctg)'ctg()7 22 sinsin
1 Cxx

x
dx

x
+−=⇒−= ∫

).()8 11
2
11

22 axaxaax +−−
−=

⇒+±=
±∫ Cax

ax

dx
||ln

.)( 11
2
1

22 dxaxaxaax
dx

+−−
−= ∫∫

.||ln2
1

22 Cax
ax

aax
dx += +

−
−∫

.arcsin)9
222 )(1

)(
Ca a

xd

xa

dx

a
x

a
x

+== ∫∫ −−

Ckxx
kx

dx +++=
+∫ ||ln)11 2

2

.arctg)10 1
)(1

1
222 Ca a

x
a

d

axa
dx

a
x
a
x

+== ∫∫ ++

.arctg
11

1
)'arctg()10

22
Cx

x

dx

x
x +=

+
⇒

+
= ∫

.arcsin
1

)'(arcsin)9
21

1
2

Cx
x

dx
x

x
+=

−
⇒= ∫−
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Используется свойство :

,1     ),( 1
1

1 −≠= +
+ αα

α
α xddxx

,ln1 xddxx = ,xx dedxe =

,sincos xdxdx= ,cossin xdxdx −=

,ctg     ,tg 22 sin
1

cos
1 xddxxddx

xx
−==

.arcsin   ,arctg
22

1

1
1

1 xddxxddx
xx

==
−+

ϕϕ ddxx =)('
1.4.  1.4.  ““ИсправлениеИсправление дифференциаладифференциала””

 
Примеры:

C
x

+⋅=
+

2ln

2

5

1 35

( ) C
x

dzz +== ∫ 6

sin6
5

∫ dx
x

xln
)3

( )∫ ∫∫ ==+= ++ dzxddx zxx 2
5

1
352

5

1
2)2 3535

( ) C
x

dzzxdx +=== ∫∫ 2/3

ln
lnln

2/3

( ) ?sinsinsincos)1 55 ==⋅ ∫∫ xxdxdxx

 

Примеры:

( ) .arctg)4 22
1

3
1

)(43
1

4

3

23

3

6

2

Cx
x

xd

x
dxx +⋅== ∫∫ ++

( ) .|cos|lntg)5 cos
cos

cos
sin Cxdxxdx x

xd
x
x +−=−== ∫∫ ∫

( ) .
2/3

arcsin
arcsinarcsin

arcsin)6

2/3

11
arcsin

22

C
x

xdx

xdx
x

dx
x

x

+==

==

∫

∫∫ −−

 

1.5.  1.5.  ЗаменаЗамена переменнойпеременной вв неопределенномнеопределенном интегралеинтеграле

Пусть

Тогда dx=φ/(t)dt и

∫ =+= ).(       ,)()( txCxFdxxf ϕ

∫ += .))(()('))(( CtFdtttf ϕϕϕ
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Примеры:

1. Положим

Тогда

.
1∫ +x

dx tx =

...

2
1

22

1
==

















=
=

=
= ∫∫ ++ t

tdt
x
dx

tdtdx

tx

tx

.)1ln(22|1|ln22 CxxCtt ++−=++−=

=−== ∫ ∫∫ ++
−+

11
11 222 t

dt
t

t dtdt

 

... ln
24

=



















=
=

=
=

−∫

t

dt
dx

tx

te

dx
e

e
x

x

x

( ) ...
2424 ∫∫ =

−
=

⋅−
=

t

dt

tt

tdt
Cex +−−= 24ln

2

1

2.

3.

... 

2

1
2

5
52

52

2

=



























=

−=
=+

=
+∫

dtdx

t
x

tx

dx
x

x

 

2. Положим.sin∫ x
dx .tg 2 tx =

.|tg|ln
)1(

2
222

)1(
sin

2

C
t

dt x
t
dt

t
t

x
dx +==

+
= ∫∫∫

+

3.                                     Положим.
2∫ +kx

dx
tkxx =++ 2

.)ln(||ln 2
2

CkxxCtt
dt

kx

dx +++=+== ∫∫ +

.sin    ,    ,arctg2 22 1
2

1
2

t
t

t
dt xdxtx

++
===Тогда

.    ,   , 2

222

22
2

2 dtdxkxx
t

kt
t
kt

t
kt ++− ==+=Тогда

1
1

 

1.6.1.6. ИнтегрированиеИнтегрирование попо частямчастям

,)(    )( vduuvdudvvduudvuvd −=⇒+=

∫ ∫−= .vduuvudv

ПримерПример::

...
2

2sin
2cos2cos

2cos =














==
=

=
=

=⋅
∫∫ x

dxxv

dxdu

xdxdv

xu
dxxx

C
xx

xdx
xx

x ++⋅=−⋅= ∫ 4

2cos

2

2sin

2

2sin

2

2sin

 



7  7   11      12 
 

.Cexedxexe

ev

dxdu

dxedv

xu
dxxe

xxxx

xx
x

+−−=+−=

=








−=
=

=
=

=

−−−−

−−
−

∫

∫
ПримерПример::

n

ax

n xudx

ax

ax

e

x =∫       , 

cos

sin

СлучайСлучай AA..

( ) ( )
...

...

...

3sin

2
3sin2 =









=
=

=
+=

=+∫ v

du

xdxdv

xu
dxxx

ЗадачаЗадача::

 

СлучайСлучай ББ..

.

arctg

arcsin

ln

      ,

arctg

arcsin

ln

x

x

x

udx

x

x

x

xn =∫

.lnln

ln
ln

422
1

2

2

222

2

Cxdxxx

v

du

xdxdv

xu
dxxx

xxx

x

x
dx

+−=−=

=












=
=

=
=

=

∫

∫

ПримерПример::

 

Случай В.

разаedx
bx

bx
e axax 2,u. 

cos

sin
=∫

=












−=
=

=
=

=

=−=

=












=
=

=
=

==

∫

∫

xw

dxedu

xdxdw

eu

xdxex

xv

dxedu

xdxdv

eu
xdxeI

xx

xe

xx
x

x

2cos2sin

2sin2sin

2sin2cos
2cos

2
1

2
1

2

2
1

ПримерПример::

 

( )

.||ln 2
2

8
1

)4(242
1

)4(2

)4(2
1

)4(2
1

)4(

4
2
1

)4(2
1

)4(
)4(

222

22

22

2

22

2

22
22

2

C

v
dv

dtdutu

t
t

t
t

t
dt

t
t

tt

t

td

t
dt

t
tdtt

dtt

+−=−=

=
















=−=

===
=

==

=

−
+

−−−

−−

−
−

−
−

−

∫

∫ ∫∫

ЕщёЕщё

примерпример..

.)2cos2sin2(2cos

     )2cos2sin2(

.2cos2cos2sin

5

44
5

4
1

42

Cxxxdxe

xxI

xdxexx

x

x

xx

ex

e

xee

++=

⇒+=

−+=

∫

∫
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1.7. 1.7. ИнтегралыИнтегралы,  ,  содержащиесодержащие квадратныйквадратный трехчлентрехчлен

∫∫ ++++ cbxax

dx
qpxx

dx
22            

( ) .arcsin 2
1

)1(4

1

23 22
Cx

x

xd

xx

dx +== +
+−

+

−− ∫∫

( ) .arctg 2
2

2
1

4)2(

2

84 22 Cx
x

xd

xx
dx +== +

++
+

++ ∫∫

ПримерыПримеры::

Правило: выделить полный квадрат.

1.7.1.

 

1.7.2.
dxdx

cbxax

BAx
qpxx

BAx ∫∫ ++
+

++
+

22           

( )















=

−==

=−==

=








=−==+
−+=++

=

+
−

⋅−

−
−

−

−−−
−−

++
−

∫

∫∫

∫∫∫

∫

||ln

|,4|ln

4

  ,3  ,3

,4)3(56

2
2

22
1

4

2
2
1

4

4
2
1

4

444
13

22

56
1

2

2

2

2

222

2

t
t

t
dt

t

td

t
tdt

t
dt

t
tdt

t
t

xx
x

t

dt

dtdxtxtx

xxx
dx

Правило: выделить полный квадрат и сделать

замену переменной

ПримерПример

 

.||ln|56|ln

||ln|4|ln

5
12

2
1

2
22

2
1

Cxx

Ct

x
x

t
t

+−++=

=+−−=

+
+

+
−

=+==

=

























=
+=
=−

+−=+−

=

∫∫∫

∫

+++
+

+−
+

444

3

22

84

1

222

2

3

2

2

4)2(84

t

dt

t

tdt

t

t

xx

x

dt

dtdx

tx

tx

xxx

dx

ПримерПример

 

( ) 42)4(
2
1

4

4
2
1

4 2
1

2
1

2

2

2

2
+=== +

+

+

+ ∫∫ tt

t

td

t

tdt

Cxxxxx

Cttt

++−+−++−=

=+++++=

842ln384

|4|ln34

22

22
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1.8.  1.8.  ИнтегрированиеИнтегрирование рациональныхрациональных дробейдробей

....)(

,...)(

,
)(

)(
)(

1
1

10

1
1

10

nn
nn

n

mm
mm

m

n

m

axaxaxaxP

bxbxbxbxQ

xP

xQ
xR

++++=

++++=

=

−
−

−
−

 

1 шаг. Если m<n,  то дробь правильная,

если m≥n, то сначала выделить целую часть

ПримерПример

((делениеделение сс остаткомостатком))

?
2

523
2

4

=
−+

+−
xx

xx

2317

1899

589

633

5263

933633

2523

2

2

23

23

2234

24

+−
−+
+−
+−−

+−+−
+−−+

−++−

x

xx

xx

xxx

xxx

xxxxx

xxxx

2

2317
933

2
2

−+
+−++−=
xx

x
xx

 

ТеоремаТеорема.. Всякий многочлен n-ой степени c 
вещественными коэффициентами может быть

представлен в виде произведения нескольких
многочленов первой и второй степени с

вещественными коэффициентами.

.)...(2...

,)...()(

)...()()(

11

2
11

2

1

1

1

nllkk

qxpxqxpx

bxbxxP

sr

l
ss

l

k
r

k
n

s

r

=+++++
++++×

×−−=

 

).42()2)(2(

)42)(2)(2)(2(

)8)(4(

)4(8)4(

3284

22

2

32

223

235

++−+=

=++−+−=
=−−=

=−−−=

=+−−

xxxx

xxxxx

xx

xxx

xxx

Пример:

2
2
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+++++++=
−−−− rk

r

rk
r

r

r
k

k

n

m

bx

A
bx

A

bx

A

bx
A

xP
xQ

)()()(
)( .........

1

1
1

1
1

1

1
1

.......

......

)(

)(

22

11

1
11

2

1
1

1
1

11
2

1
1

1
1

sl
ss

sl
s

sl
s

ss

ss

l

ll

qxpx

NxM

qxpx

NxM

qxpx

NxM

qxpx

NxM

++
+

++
+

++
+

++
+

+++

++++

ТеоремаТеорема.. Если знаменатель правильной

дроби раскладывается на множители

sr l
ss

lk
r

k
n qxpxqxpxbxbxxP )...()()...()()( 2

11
2

1
11 ++++⋅−−=

то дробь можно представить в виде суммы

“простейших дробей”, т.е. дробей вида

 

Порядок интегрирования рациональных дробей

1. У неправильной дроби выделить целую часть.

2. Найти все корни знаменателя и разложить его на
множители.

3. Представить правильную дробь в виде суммы

простейших дробей с неопределенными

коэффициентами.

4. Найти все неопределенные коэффициенты.

5. Представить интеграл от рациональной дроби в
виде суммы интегралов от целой части и от

простейших дробей с найденными

коэффициентами.

6. Вычислить все интегралы.

 

Пример.

1.

).1()2()2)(1(1

.

321

21)2)(1(
1 321

−+−+−−=+

++= −−−−
+

xxAxxAxxAx

x
A

x
A

x
A

xxx
x

.,232

.2,21

.   ,21       x0)4

2
3

33

22

2
1

11

==⇒=
−=−=⇒=
==⇒=

AAx

AAx

AAx

.
23

)1(
23∫ +−

+
xxx

dxx

( )( ) ?
2-x1-xx

1x
)3

).2)(1(23)2

)1
23

=+
−−=+− xxxxxx

правильнаяДробь

 

.|2|ln|1|ln2||ln

2

2
3

2
1

22
3

12
1

23

)1(
23

Cxxx

x
dx

x
dx

x
dx

xxx

dxx

+−+−−=

=+−= ∫∫∫∫ −−+−
+

П

р

и

м

е

р.

.
)1()1( 23∫ ++− xxx

dx

?)3

)2

)1

)1()1(
1

23 =
++− xxx

множителинаразложенужеьЗнаменател

правильнаяДробь
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,)1)((

)1()1)(1(

)1()1(1

,

3

2
3

2
2

22
1

1)1()1(1)1()1(
1

23
3

2
21

23

−++

++++++−+

+++−=

+++=
++

+
−−−++−

xNMx

xxAxxxA

xxxA

xx
NMx

x

A

x

A
x
A

xxx

Осталось найти A1, A2, A3, M, N. Можно

подставить 5 различных x. Например, если

взять x=1, то получится… (что?)

Есть ещё и другой способ нахождения
констант. Раскроем скобки:

 

)133()33(

)1()1()1(

)1)((

)1()1)(1(

)1()1(1

23234

2
3

3
2

34
1

3

2
3

2
2

22
1

−+−+−+−+

++++−++−−=
=−++

++++++−+

+++−=

xxxNxxxxM

xxAxAxxxA

xNMx

xxAxxxA

xxxA

Теперь приравняем коэффициенты при

одинаковых степенях х в левой и правой
части уравнения:

 














=−+−
=+−+−
=−+
=+−+−
=+

1

03

033

03

0

1

:

:

:

:

321

31

3

21

1

1

2

3

4

NAAA

NMAA

NMA

NMAA

MA

x

x

x

x

.   ,  ,  ,  , 9
1

9
2

3
1

33
1

29
2

1 −=−==−== NMAAA

.)1ln(|1|ln 2
9
1

)1(6
1

)1(3
1

9
2

1
12

9
1

)1(3
1

)1(3
1

19
2

)1()1(

2

232

23

Cxxx

dx

xx

xx
x

x
dx

x
dx

x
dx

xxx
dx

+++−−+−=

=−+−=

=

−−

++
+

−−−

++−

∫∫∫∫

∫

 
1.9. 1.9. ИнтегрированиеИнтегрирование тригонометрическихтригонометрических функцийфункций

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )∫

∫

∫

++

++

++

dxdcxbax

dxdcxbax

dxdcxbax

coscos

  ,sinsin

  ,cossin

)].cos()[cos(coscos

)],cos()[cos(sinsin

)],sin()[sin(cossin

2
1

2
1

2
1

βαβαβα
βαβαβα
βαβαβα

−++=
+−−=
−++=

1.9.1.
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) .12cos18cos

]12sin18[sin5cos13sin

4
1

16
1

2
1

Cxx

dxxxxdxx

++++−=

=+−+=+ ∫∫

ПримерПример::

ПримерПример::

( ) ...sin5cos3sinsin5cos3sin ∫∫ =⋅⋅=⋅⋅ xdxxxxdxxx

 

1.9.2.1. n или m нечетно - один из множителей

нечетной степени занести под знак “d”.

( )
( ) ( )

( ) .sinsin

sinsinsin)sin1(sin

sincossincossin

5
sin

3
sin4

222

2232

53

Cxxd

xxdxdxx

xxdxxdxx

xx +−=−

−=−⋅=

=⋅=⋅

∫

∫∫

∫∫

xdxx mn cossin∫
1.9.2.

ПримерПример::

 

1.9.2.2. n и mоба четные (или оба нечетные) -
понизить степень

.cossin  ,cos  ,sin 2
2sin

2
2cos12

2
2cos12 xxx xxxx === +−

( )

( )
.2sin4sin

2sin2sin

2cos2sin2sin

coscossincossin

3
48
1

128
1

16
1

2
16
1

2
4cos1

8
1

2
8
12

8
1

2
2cos1

4
2sin

22242

2

Cxxx

xxddx

xdxxxdx

dx

xdxxxdxx

x

xx

++−=

=+=

=⋅+=

=⋅=

=⋅⋅=⋅

∫∫

∫∫

∫

∫∫

−

+

ПП

рр

ии

мм

ее

рр

 

.    ,    ,
cossinsin

cos
cos
sin ∫∫∫ xx

dx
x
x

x
x

nmn

m

n

m

dxdx1.9.3.

1.9.3.1. n и m разной четности - один из

множителей нечетной степени занести под знак

“d”.

ПримерПример::

.||ln cos1
cos1

2
1

cos1
cos

sin
sin

sin

2

2

C

dx

x
x

x
xd

x
x

x
dx

+=−=

==

−
+

−∫

∫∫
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1.9.3.2 n и m одинаковой четности – замена:

22

2

11

1

1

sin       ,cos

.    ,arctg   ,tg

t

t

t

t
dt

xx

dxtxtx

++

+

==

===

Пример:

.ctg3
3
1

sin3
cos

3
14

1)1(

)1(

sin
cos

3

3

3242

22

4

2

CxC

Cdttdx

x
x

tt
dt

tt

t

x
x

+−=+−=

=+−=== ∫∫∫
−

++
+

3
3

 

1.9.4.

∫ dxxxR )cos,(sin

- замена переменной (“ универсальная
тригонометрическая подстановка”)

.cos         ,sin

.     ,arctg2    ,tg

2

2

2

2

1
1

1
2

1
2

2

t
t

t
t

t
dtx

xx

dxtxt

+
−

+

+

==

===

 

Пример:

.)1tg(arctg

)1(arctg

2

1)1(22

1
2

)1(341
1

3sin2cos

22

222

2

C

Ct

x

t
dt

tt
dt

t
dt

ttt
t

xx
dx

++=

=++===

==

∫∫

∫∫

+++

++++−
+

++

 
1.10. 1.10. ИнтегрированиеИнтегрирование некоторыхнекоторых иррациональныхиррациональных

выраженийвыражений

1.10.1.

.       ,,

  замена :     

2

2

11

)(

t
dt

tt

cbxaxx

dx

dxxx −=+==−
∫ ++−

αα
α

.|232|ln|1|ln

|1|ln

|142|ln

2
2
1

2
1

)1(
4

1
2

2
1

2
2
1

14

2122323)1(

2

2

2222

Cxxx

C

Ctt

xx

t

dt

ttttt

dt

xxx

dx

+−−+−+=

=+−+−=

=+−+−=−=

=−=

++

−

−+−+−−−+

∫

∫∫Пример:
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1.10.2.

}.,...,{  н.о.к. , Замена

 ),...,,(

1

1

n
k

ccx
bax

k
dcx
baxk

dcx
bax

kkKгдеt

dxxR n

==+
+

+
+

+
+∫

{ }

[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ....6

arctg)1ln(6

)122(66

6  ,1 ,1

3
1

2
1

5
1

7
1

22
3257

1
122346

1
2

566

11
21

6

3

6

4

6

5

6

7

3457

22

58

3

C

Ctttt

dttttttdt

dttdxtxtxdx

xxxx

tttt

t
t

t
tt

x

x

+











−−+−=

=++++−−++−=

=+−−++−==

==+==−=

−−−−

+
+

+
+

+−
+−

∫∫

∫

Пример:

 
1.10.3.

.  ,tg    :    ),(

,  ,    :    ),(

,cos  ,sin    :    ),(

2

2

cos

22

cos
sin

cos
22

22

dtdxtaxdxaxxR

dtdxxdxaxxR

tdtadxtaxdxxaxR

t
a

t
ta

t
a

==+

==−

==−

∫

∫

∫

{ }

=+−=−=

===

====−

∫

∫∫

∫

Cttdtt

tdttdtt

tdtdxtxdxxx

4sin2)4cos1(2

2sin4cossin16

cos2    ,sin24

2
1

222

22

Примеры:
1.

 

.4)2(arcsin2 22
22 Cxxxx +−−+=

2.

{ }

( ) ( )
∫∫

∫

∫∫∫

∫

=−=

=−===

====

====

−

−−−

−⋅

+

t

td

t

td

zzzzzz
dz

tt
td

tt
td

tt
dt

t
dt

x

x dxtxdx

22

222222

22222

22

2

sin1

sin

sin

sin

1
11

)1(
1

)1(

sin)sin1(
sin

sincos
sin

sincos

cos
24     ,tg2

 

.ln

ln

2

22

4

4
2
14

sin1
sin1

2
1

sin
1

C

C

xx

xx
x

x

t
t

t

+−−=

=+−−=

−+
+++

−
+
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1.10.4.

,замена  :   )(

,замена  :    )(

ttgxdxtgxR

tadxaR xx

=

=

∫

∫

( ) ( ) ( ) ...
2323

1

23

 ,ln,
23

1

21 =+
+

=
⋅+

=
⋅+

=

=






 ====

+

∫

∫

t

A

t

A

tttt

dt

t

dt
dxtxtedx

e
x

x

Примеры:
1.

 
1.10.5. “Дифференциальный бином”

( )
s

k
pdxbxax

pnm =+∫ ,

( )

;:
1

.3

;:
1

.2

...;,1.1

sm

sm

km

tbaxзаменацелоеp
n

m

tbxaзаменацелое
n

m

bxaмразложениеs

=+−++

=+−+
=+=

−

ТеоремаТеорема.. “Дифференциальный бином” можно

вычислить в элементарных функциях только (!) в
следующих трёх случаях:

 

∫ −
?

43 2

3

dx
x

x

ПримерПример.. Можно ли вычислить в элементарных
функциях интеграл

РешениеРешение. Здесь m = 1/3, n = 2, p= –1/2, a = 3, 
b= – 4.

1. s не равно 1;
2. (m+1)/n=(1/3 + 1)/2 не целое;
3. (1/3 + 1)/2 –1/2 не целое.
ОтветОтвет. Этот интеграл не берётся в

элементарных функциях

 

∫ − 31 xx

dx

ПримерПример.. Вычислить, если это возможно, в
элементарных функциях интеграл

РешениеРешение. Здесь m=…, n=…, p=…
Имеет ли место какой-нибудь из трёх случаев?

Здесь m= –1, n = 3, p= –1/2.
(m+1)/n=(–1 + 1)/3 целое → интеграл берётся заменой

1 – x3 = t2
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( )
( ) ( )

...

21
3

1
1

1

1 322

312

23

3
=

























−⋅−=

−=
=−

=
− −

∫
dtttdx

tx

tx

xx

dx

( )
( )
( )

( ) ...
1

1
ln

3

1

13

2

13

2

1

1

2

3222312

xчерезC
t

t

t

dt

t

dtt

tt

=+
−
+−=

−
−=

=
−

−⋅
−

=

∫

∫

 

1.11.  Другие примеры “не берущихся” интегралов

?),,(1

,

,

,

3 2

sin

ln

2

pnmздеськакиеdxx

dxe

dx

x

x
x

x
dx

∫

∫

∫

∫

+

−

4
4

 

2. Определённый интеграл 

y

y=f(x)

0 a=x0 xi-1 xi b=xn

xixi-1ξi

∆xi = xi - xi-1

i

n

i
i

n

i
прямоугi

n

i
трапкривiтрапкрив xfSSS ∆=≈= ∑∑∑

===

)(
11

.,
1

..,.. ξ

2.0.  Площадь
криволинейной трапеции

 

.)(lim
1

0max

.. i

n

i
i

x

nтрапкрив xfS

i

∆= ∑
=

→∆
∞→

ξ

если, конечно, этот предел существует.

Существование же предела зависит от

свойств функции f(x).
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∫
b

a

dxxf .)(

2.1.  Определение определённого интеграла “по
Риману”

ОпределениеОпределение.. Пусть функция f(x) определена на

отрезке [a,b]. Пусть существует предел

i

n

i
x

n
xf

i

i

∆∑
=

→∆
∞→

)(lim
1

0max

ξ

и этот предел не зависит от выбора разбиений

отрезка [a,b] и выбора точек ξi. Тогда этот предел
называется определённым интегралом от функции f(x) 
по отрезку [a,b] и обозначается

 

1. Если f(x) кусочно-непрерывна на (a,b), то f(x)
интегрируема на (a,b).

2. Если f(x) интегрируема на (a,b) , то f(x)
интегрируема на любом меньшем интервале

(c,d)       (a,b)

3. Если f(x) интегрируема на (a,b) , то f(x) ограничена

на (a,b)

⊂

2.2. Свойства интегрируемых функций

 

2.3.  Свойства определенного интеграла

∫ ∫=
b

a

b

a

dxxfkdxxkf .)()(

∫ ∫=
b

a

b

a

dttfdxxf .)()(

2.3.2.

2.3.1.

2.3.3.

∫ ∫∫ +=+
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf .)()(])()([

 
2.3.4.

∫ ∫−=
b

a

a

b

dxxfdxxf .)()(

2.3.5.

∫ =
a

a

dxxf .0)(

2.3.6.

∫ ∫ ∫+=
b

a

c

a

b

c

dxxfdxxfdxxf .)()()(
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2.3.7.

∫ ≥⇒≥
b

a

dxxfbaxf ,0)(       ),(    на   0)(

y

0
a b

x

y=f(x)

 
2.3.8.

∫ ∫≥⇒≥
b

a

b

a

dxxgdxxfbaxgxf .)()(    ),(  на  )()(

y

0
a b

x

y=g(x) y=f(x)

 

y

0 a b
x

M

m

2.3.9.  Теорема об оценке определённого интеграла. 

( ) ( )

)(max ),(min    где

,)(    

Тогда b].[a, отрезке на  маинтегрируе  Пусть

],[],[
xfMxfm

abMdxxfabm

f(x) 

baba

b

a

==

−≤≤− ∫

 

y

2.3.10. Теорема о среднем. Если f(x)  непрерывна на

[a,b], то существует точка ξ на (a,b), такая что:

∫ −=
b

a

abfdxxf ).)(()( ξ

x

0 a bξ

f(ξ)

Sоранж = Sсин
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2.3.11. Если f(x) непрерывна на (a,b), то функция

).()(lim
)(

lim)(

),(,)()()()(

;lim)(

00

0

xff
x

xf
xF

xxxxfdttfdttfdttfF

x

F
xF

ствоДоказатель

xx

xx

a

x

a

xx

x

x

==
∆

∆=′⇒

∆+∈∆==−=∆

∆
∆=′

→∆→∆

∆+ ∆+

→∆

∫ ∫ ∫

ξξ

ξξ

является первообразной для

f(x) на (a,b), то есть∫=
x

a

dttfxF )()(

Пример: .
22 x

x

a

t edte −− =
′











∫

)()( xfxF =′

 
2.4.   Формула Ньютона-Лейбница

∫

∫

∫∫

−=⇒=+==

+==

+=⇒−

a

a

b

a

x

a

x

a

aFCCaFdttfax

CbFdttfbx

CxFdttfнаяпервообразdttf

).(0)()(   :  при

,)()(     :     При

)()()(

).()()()( aFbFxFdxxf
b

a

b

a
−==∫

ДоказательствоДоказательство.

ТеоремаТеорема.. Пусть F(x) – первообразная для f(x). Тогда

 

.2ln1ln2ln

lnlnlnln||ln|ln 2
ln
ln

ln

2

22

=−=

=−=== ∫∫ eex e
e

e

e
x
xd

e

e
xx

dx

ПримерПример..

5
5

 
2.5.  Замена переменной в определенном интеграле

∫ ∫=

===

b

a

d

c

dtttfdxxf

dbcatx

)('))(()(

Тогда

 ).(   ),(   ),(  Пусть

ϕϕ

ϕϕϕ

Пример

).3ln2(2

||)1|ln(222

24,00

,2,

2
0

2

0
1
11

2

0
1

24

0
1

−=

=+−===

=
=⇒==⇒=

==
=

∫∫

∫

+
−+

+

+

ttdt

txtx

tdtdxtx

t
t

t
tdt

x
dx
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2.6.  Интегрирование по частям

Пример.

∫∫ −=
b

a

b

a

b

a
vduvuudv .

.2ln|)1ln(|arctg

,

,arctg
arctg

2
1

4
1
0

2
2
1

4

1

0
1

1
0

1

0

1

2

2

−=+−=−=

=








=
=

=
=

=

∫

∫

+

+

ππ xxx

xv

du

dxdv

xu
xdx

x
xdx

x
dx

 
2.7. Интегралы от четных и нечетных функций

Если f(x) четная,  то

-a 0 a

y

x

s s

S=s+s=2s

∫∫
−

=
aa

a

dxxfdxxf
0

.)(2)(

 

Если f(x) нечетная,  то

S=-s+s=0.

y

-a 0
a

x
s

-s

∫
−

=
a

a

dxxf 0)(

 
Примеры: 1.

)......()1ln(2)1ln(
1

0

2
1

1

2 частямпоdxxdxx =+=+ ∫∫
−

2.
.0

2

2

4

=∫
−

− dxxe x
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∫∫∫
∞

∞−∞−

∞

dxxfdxxfdxxf
b

a

)(     ,)(     ,)(

( ) ∫∫
∞

∞→
==

A

aa
A

dxxfюопределенипоdxxf )(lim)(
y

0 a A

2.8.1. Несобственные интегралы 1 рода

– это
интегралы

вида:

 

Пример: Пусть p ≠ 1.





>
<∞

=

=−===

−

−

∞→−−∞→∞→

∞
−

∫∫

1   при   

1   при   

)1(lim|limlim

1
1

1
1

1
11

11

1

p

p

A

p

p

Ap
A

p
x

A

A

x
dx

Ax
dx p

pp

При p = 1

.lnlim|lnlimlim 1

11

∞====
∞→∞→∞→

∞

∫∫ Ax
A

A

A

A

x
dx

Ax
dx

 

2.8.2.  Несобственные интегралы 2-го рода

y

0 a c b

x

c-ε c+ε

( )











+=

==

∫∫

∫

+

−

→

b

c

c

a

b

a

dxxfdxxf

юопределенипоdxxf

ε

ε

ε
)()(lim

)(

0

Пример: Пусть p ≠ 1





>∞
<

=

====

−

−
−

→−→→

−−

∫∫

1   при   

1   при   

lim|limlim

1
1

1
1

0

1
10

1

0

1

0

11

p

pp

pp
x

x
dx

x
dx pp

pp
ε

εεε
ε

ε

 
3. Приложения определённого инте-
грала 
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3.1.  Площадь криволинейной трапеции

0

S

y

a b
x

y=f1(x)

y=f2(x)

dxxfxfdxxfdxxfS
b

a

b

a

b

a

)]()([)()( 2121 −=−= ∫∫∫
 

3.2.  Длина дуги кривой

a b

( )( )∫ ′+=
b

a

dxxfl 21

ПримерПример..
Длина дуги кубической параболы y=x3 от точки x=–2 до
точки x=4 вычисляется как интеграл…

( ) ∫∫
−−

+=+=
4

2

4
4

2

22 9131 dxxdxxl

y=f(x)

 

3.3. Объемы и площади поверхностей тел вращения

dxxfV
b

a

OX )(2
∫= π

a b

y=f(x)

( )∫ ′+=
b

a

OX dxxfxfS 2)(1)(2π

3.3.1. Вращение относительно оси 0x

 

3.3.2. Вращение относительно оси Oy

dyygV
d

c

OY )(2
∫= π

x=g(y)

d

c
аналогичноSOY
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3.4. Приближённое вычисление
определённого интеграла

3.4.1 Формула трапеций

∑

∑∫

++
⋅=

=≈

2

)f(x)f(x
h

S)(

1ii

трапdxxf
b

a

( ) ( ) ( ) ( )

ihxxnabh

xfxfxfxf
h

dxxf

i

n

b

a

+=−=

++++≈∫

0

210

;/)(

)...22(
2

)(

a=x0 b=xn
x1

x2

f(x1)

h

x3

f(x3)
f(x2)

 

3.4.2 Формула Симпсона

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

ihax
n

ab
h

xfxf

xfxfxfxfxf
h

dxxf

i

nn

b

a

+=−=

++

+++++≈

−

∫

;
)(

)4

...2424(
3

)(

1

43210

ПримерПример: : НайтиНайти приближённоприближённо попо
формулеформуле СимпсонаСимпсона интегралинтеграл, , 
разбивразбив отрезокотрезок нана 6 6 частейчастей. . 
РезультатРезультат сравнитьсравнить сс точнымточным
значениемзначением интегралаинтеграла..

∫
4

1

3 dxx

Это - более точная
формула

 

РешениеРешение::

3

12010

)(

;...2;5,1;1

;5,0
6

14

xxf

hxxhxxx

h

=

=+==+==

=−=

1,5182

3,5

f(x)

x

1

1

1,58741,44221,35721,25991,1447

432,521,5

( )

0121,4

...4422,123572,142599,121447,141
3

5,04

1

3

=

=+⋅+⋅+⋅+⋅+≈∫ dxx

( ) 012203,414
4

3

3/4
: 3/4

4

1

3/44

1

3 ≈−==∫
x

dxxзначениеТочное

6
6  
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4. Двойной интеграл 
4.0. Задача об определении объема
цилиндрического тела

z

Dx

y
0

z=f(x,y)

Dx

y

z

0

i

n

i
ii

n

i
тiцтц fVV ∆≈= ∑∑

== 11
.... ),( ηξ

iiii fV ∆≈ ),( ηξ

площадь

основания

равна ∆i

высота

равна

f(ξi,ηi)

точка

(ξi,ηi)

i

n

i
iif

i

∆∑
=→∆
1

0max
),(lim ηξ

∫∫
D

dxdyyxf ),(

4.1.  Определение двойного интеграла

ОпределениеОпределение.. Пусть функция f(x,y)определена в

замкнутой ограниченной области D на плоскости. Пусть

существует предел

и этот предел не зависит от выбора разбиений области и

выбора точек (ξi ηi). Тогда этот предел называется

двойным интегралом от функции f(x,y)по области D и

обозначается

∫∫ ∫∫=
D D

dxdyyxfkdxdyyxkf .),(),(

4.2. Свойства двойного интеграла

4.2.2.

∫∫∫∫

∫∫

+

=+

DD

D

dxdyyxgdxdyyxf

dxdyyxgyxf

.),(),(

)],(),([

4.2.1.
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4.2.3.

∫∫∫∫∫∫ +=
21

.),(),(),(
DDD

dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxf

4.2.4.

∫∫ ≥

⇒≥

D

dxdyyxf

yxf

0),(       

  D  области в   0),(

D1

D2

 
4.2.5.  Теорема об оценке двойного интеграла. 

DS

yxfMyxfm

MSdxdyyxfmS

f(x,y) 

D

DyxDyx

D

DD

  области  площадь -         

),,(max ),,(min    где

,),(    

Тогда D.  области в  маинтегрируе  Пусть

),(),( ∈∈
==

≤≤ ∫∫

 

4.2.6.  Теорема о среднем для двойного интеграла. 

D

D

Sfdxdyyxf

f(x,y) 

),(),(    

:D),( существует Тогда

D.  области в  непрерывна  Пусть

ηξ

ηξ

=

∈

∫∫

(ξ,η)

 
4.3. Вычисление двойного интеграла сведением к

повторному.

y=1/x2

y=8x

D

3

ПримерПример..

Вычислить

∫∫ +
D

dxdyyx )( 2

РешениеРешение..

{ }),(),(( 
...

...

...

...

yxfdydxdxdyyxf
D

∫ ∫∫∫ =
1 способ.

{ }),(),(( 
...

...

...

...

yxfdxdydxdyyxf
D

∫ ∫∫∫ =2 способ.
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y=1/x2

y=8x

D

3

( ) ...

)( 

2
3

2
1

...

...

2

=+=

=+

∫ ∫

∫∫

yxdydx

dxdyyx
D

1 способ.

( )
∫∫ =

















































+−








+⋅=








+=

3

2
1

3

2

2

33

2
1

8

1

3

...
3

1

3

8
8

3
 

2

dx
x

x

xx
xx

y
xydx

x

x

( ) ( ) ... 
3

2
1

8

1

22
3

2
1

8

1
22

=+=+= ∫ ∫∫ ∫
x

x

x

x

dyyxdxyxdydx

 

...

)( 

24

4

...

...

4

9
1

...

...

2

=+=

=+

∫ ∫∫ ∫

∫∫

dxdydxdy

dxdyyx
D

2 способ.

( ) ( ) ... 2
24

4

3

8

2
4

9
1

3

1

=+++= ∫ ∫∫ ∫ yxdxdyyxdxdy
y

y

y=1/x2

=>x=…

y=8x
=>x=…

D

31/2

...
22

 
24

4

3

8

2
2

3

1

2
24

9
1

=






















++

























+= ∫∫

y
y

xy
x

dyxy
x

dy

 

ПримерПример..

Свести двойной
интеграл к
повторному двумя
способами

(“расставить
пределы
интегрирования”)

4 ∫∫
D

dyxf xdy),( 

( )

( )

( )
( ).),(

),( 

4

0

24

24

2

2

42

42

2

2

2

2

yxfdxdy

yxfdydx

y

y

x

x

∫ ∫

∫ ∫

−−+

−−−

−

−+

−−

=

=
ОтветОтвет..

РешениеРешение..

УравнениеУравнение
окружностиокружности

xx22+(y+(y--2)2)22=4=4

ОтсюдаОтсюда x=x=……

y=y=……

 

ПримерПример..

Изменить порядок
интегрирования

( )),( 
9

4

1

yxfdydx
x

x
∫ ∫

+

РешениеРешение..

1)Сначала
нарисуем область
интегрирования:

2)Теперь запишем
пределы
интегрирования:

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫
−

+

++=
10

5

9

1

5

3

9

4

3

2 4

9

4

1

    

2

y

yx

x

fdxdyfdxdyfdxdyfdydx

y=x+1

xy =

4 9
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4.4. Замена переменной в двойном интеграле

Пусть функции x=φ(u,v),y=ψ(u,v) осуществляют взаимно-
однозначное непрерывно дифференцируемое
отображение области E плоскости Ouv на
область D плоскости Oxy.

v

u

E

x

y

D

Пусть в области E отличен от нуля “якобиан”:
0),( //

//

≠=
ψψ
ϕϕ

vu

vuvuJ

( ) ( ) ( )( ) ( )∫∫∫∫ ⋅=
ED

dudvvu,Jvu,,vu,fdxdyyx,f ψϕ

Тогда

 

ПримерПример..

D

y=2x

y=x

xy=5

xy=3

РешениеРешение. . Сделаем замену
переменных

xy=u, y/x=v, 
Тогда исходная область D 
превращается в прямоугольник
E={3<u<5, 1<v<2} (почему?)

?x 
D

2 =∫∫ dxdy

vvvvuvu

vuvu
vuJДалее

vu

vu

2

1

4

1

4

1

2

1

2

1
2

1

2

1

),(,
2/12/12/12/1

2/32/12/12/1

//

//

=+=
−

==
−−

−−−

ψψ
ϕϕ

Выразим

x=φ(u,v)=(u/v)1/2=u1/2 v–1/2, 

y=ψ(u,v)=(uv)1/2=u1/2v1/2. 

 

( )
24

49
27125

48

1

242

1

8

3

2

1

282

1

22

1

2

1

2

1

v

u
x 

5

3

3

25

3

225

3

5

3

2

1

2

2

5

3

2

1
3

2

E

2

D

2

=−==

=







=








+−=








−=

=







=







=

∫∫∫

∫ ∫∫∫∫∫

u

u
du

uu
du

v

u
du

v

u
dvdudxdy

v
dxdy

7
7

 

4.5.1. Площадь плоской области

∫∫=
D

D dxdyS 1
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4.5.2. Площадь плоской области в полярных
координатах

∫∫=
D

D drdrS ϕ

r

O(0,0)

φ

A(r,φ) r,φ – полярные
координаты точки A

 

ПримерПример..

РешениеРешение. . Изобразите кривую (примерно)

Найти площадь области, ограниченной кривой c 
уравнением в полярных координатах r=sin2φ

Фигура состоит из двух одинаковых
лепестков, достаточно найти площадь одного
и умножить на 2

( ) ...222S 
...

...

...

...1

1
==== ∫ ∫∫∫ rdrdrdrdS

D

D ϕϕ

( )
8

3
...sin

2
22 

0

4

sin

0

2

0

sin

00

22

πϕϕϕϕ
πϕπϕπ

===












== ∫∫∫∫ d

r
drdrd

 

ПримерПример..

РешениеРешение. . Изобразите кривую (примерно)

Найти площадь области, ограниченной кривой c 
уравнением в полярных координатах r=sin2φ

Фигура состоит из двух одинаковых
лепестков, достаточно найти площадь одного
и умножить на 2

( ) ...222S 
...

...

...

...1

1
==== ∫ ∫∫∫ rdrdrdrdS

D

D ϕϕ

( )
8

3
...sin

2
22 

0

4

sin

0

2

0

sin

00

22

πϕϕϕϕ
πϕπϕπ

===












== ∫∫∫∫ d

r
drdrd

 

dxdyyxfyxfV
D
∫∫ −= )],(),([ 12

4.5.3. Объём тела

D

z = f2(x,y)

z = f1(x,y)
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Пример. Найти объем тела, ограниченного
поверхностями

.0   ,1   ,   , 222 ===+= zyxyyxz

z

y

x
D

∫ ∫∫∫
−

=+=+=
1

1

1
2222

2

)()(
xD

dyyxdxdxdyyxV

D

1

-1 1

вид сверху

 

.|)(2

)(2)(2

105
441

0
7

21
15

5
1

3
13

3
1

1

0

1

0

6
3
14

3
1213

3
12

2

=−−+=

=−−+=+= ∫ ∫

xxxx

dxxxxyyxdx
x

 

∫∫∫∫

∫∫

==

==

=

DD

Y

m
M

цтm
M

цт

D

dxdyyxyMdxdyyxxM

где

yx

dxdyyxмассаm

YX

),(       ,),(

,    ,

),()(

X ρρ

ρ

4.5.4. Масса и координаты центра тяжести

неоднородной пластинки

D

(xцт ,yцт)

 
Пример. Найти координаты центра тяжести

фигуры, ограниченной линиями y=x2 и x+y=2

( )
2

9
...)2(

     

1

2

2
1

2

2

1

2

2

2

2

==−−==

==

==

∫∫

∫ ∫

∫∫

−−

−

−

−

dxxxydx

dydx

dxdym

x

x

x

x

D

-2 1

D
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( )

( )

4
9

1

2

32

1

2

2
1

2

2

5
364

1

2

2
2
1

1

2

2

2

1

2

2

...)2(

2

...)44(

2

2

2

2

−==−−=

=−−===

==−+−=

====

∫

∫∫ ∫∫ ∫

∫

∫∫∫ ∫ ∫

−

−−

−

−

−

−

−

−

dxxxx

xxxdxdyxdxxdxdyM

dxxxx

dxydydxydxdyM

D

x

x

X

x

x

y

D

x

x

Y

5

8

2
9

5
36

      ,
2

1

2
9

4
9

===

−=
−

==

m

M
y

m

M
x

Y
цт

X
цт

 
5. Криволинейные интегралы 





==
==

21 :;:

)();(

ttBttA

tyytxx

5.1. Криволинейный интеграл 1 рода

A

B

( ) ( ) ( )∫∫ ′+′=
2

1

22 )t()t()(),(),(
t

tAB

dtyxtytxfdsyxf

Чтобы вычислить криволинейный интеграл
первого рода, нужно все переменные
выразить через какую-то одну и подставить

( ) ( )22 dydxds +=

∫
AB

dsyxf ),(

Например, если всё
выразить через t, то

 

ПримерПример.. y=sin(x)

A B

( ) ( ) ( ) ...cos1sin22

.:;0:

;sin;

0

2 =++=+





==
==

∫∫
π

π

dttttdsyx

tBtA

tytx

AB

( ) ?2 =+∫
AB

dsyx
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5.2. Криволинейный интеграл 2 рода

A

B
∫ +
AB

dyyxQdxyxP ),(),(

Чтобы вычислить криволинейный интеграл

второго рода, нужно все переменные выразить
через какую-то одну.

 

ПримерПример..
Полуокружность

радиуса 3









=−=
−

−=−=

3:;3:
9

;9
2

2

xBxA

dx
x

x
dyxy

B(3,0)A(-3,0)

?2 =−∫
AB

dyxxydx

РешениеРешение. . 

1 способ (выразить всё через х)

( )

∫

∫∫

−

−

=










−
+−=

=−−−=

3

3
2

22

3

3

222

0
9

9

99...

dx
x

x
xxx

xdxdxxx
AB

 

Вопрос

Почему не

A: t = – π?

( ) ( )

( ) ∫∫

∫∫

=−=+⋅−=

=−−⋅⋅=

00
32

0
2

0cos27cossincos27

cos3cos3sin3sin3cos3...

ππ

π

tdtdtttt

tdttdtttt
AB

РешениеРешение. . 
2 2 способспособ

(через t)

?2 =−∫
AB

dyxxydx









==
==

−==

0:;:

cos3;sin3

sin3;cos3

tBtA

tdtdyty

tdtdxtx

π

B(3,0)A(-3,0)

 

Вопрос.
Ответы получатся

одинаковые

или разные?

ПримерПример.. Вычислить интеграл от

точки A до точки B 
a) по отрезку AB
b) по ломаной ACB

∫
++ dyeydx yx

РешениеРешение..

a) По отрезку AB Уравнение прямой (AB): 
y = 2x . Выразим интеграл через x и
вычислим:

3

2

3

2
3

3

2
22...

62

0

32
2

0

3 e
exdxexdx xx

AB

+=






 +=⋅+= ∫∫

B(2,4)

A(0,0) C(2,0)





==
==

2:;0:

2;2

xBxA

dxdyxy
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b) По ломаной ACB

000
2

0

=⋅+= ∫∫ dxedx x

AC

B(2,4)

A(0,0) C(2,0)




==
==

2:;0:

0;0

xBxA

dyy

∫∫∫ +=+ +

CBACACB

yx dyeydx KK

(AC): Уравнение y = 0. Выразим интеграл
через x и вычислим:

26

4

0

20

ee

dyedxy y

BC

−=

=+⋅= ∫∫
+

K





==
==

4:;0:

0;2

yByA

dxx

(CB): Уравнение x = 2. Выразим интеграл
через y и вычислим:

260 eedyeydx
CBACACB

yx −+=+=+ ∫∫∫
+

Таким образом,

8
8

 
5.3. Связь между двойным интегралом по области и

интегралом 2 рода по её границе (формула Грина)

5.3.1. Каноническая
ориентация границы области

Каноническим направлением
обхода границы области
называется направление, при
котором область остаётся слева
по направлению движения

ЗадачаЗадача.. Укажите
каноническую ориентацию
границы этой области

 

Пусть D – некоторая область с
кусочно-гладкой границей. 
Через ∂D обозначается
замкнутый контур, 
образованный границей этой
области с канонической
ориентацией

D

∂D

 

5.3.2. Формула Грина

ТеоремаТеорема.. Пусть D – плоская область с кусочно-
гладкой границей. Пусть функции P(x,y), Q(x,y) 
непрерывны в области D. Тогда

( )∫∫∫ ′−′=+
∂ D

yx

D

dxdyPQQdyPdx
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ПримерПример.. Проверим формулу Грина для

∫∫∫∫∫∫ =====
2

0

2

0

5
4

0

22

00

2

0

2,3
102

1

2

22

x
dxx

y
dxydydxydxdy

xx

D

B(2,4)

A(0,0) C(2,0)

y=x2

∫ +
ACBA

xydyxdxsin

РешениеРешение.. P(x,y)=sinx, Q(x,y)=xy

Py(x,y)=0, Qx(x,y)=y

∫∫∫ =+
DACBA

ydxdyxydyxdxsin

a)a).. Вычислим правую часть

 
B(2,4)

A(0,0) C(2,0)

y=x2
b)b).. Вычислим левую часть

{ }

{ }

{ }

2,38,1216
5

64
12cos162cos1

5

64
12cos

5
212cossinx;sin

16222siny;2sin

2cos100sinx;0sin

0

2

50

2

232

4

0

4

0

2

2

0

=−=−−++−=++=

−−=

=+−=+===+

==+===+

−=+===+

∫∫∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

BACBACACBA

BA

CB

AC

x
dxxxdxпоxyxydyxdx

yydydпоxxydyxdx

dxdxпоyxydyxdx

 

5.3.3. Следствия из формулы Грина

ОпределениеОпределение.. Область D называется
односвязной, если любой замкнутый
контур в ней можно стянуть в точку.

∫

∫

+

⊂=+

′=′

AB

B иA ,c)

D;C0)

D;)

точкийсоединяющекривойотзависитнеQdyPdx

контуразамкнутоголюбогодляQdyPdxb

областивPQa

C

yx

СледствиеСледствие 1.1. Пусть D – односвязная
плоская область с кусочно-гладкой
границей. Тогда следующие утверждения
эквивалентны

5.3.3.1. Зависимость интеграла 2 рода от пути интегрирования

 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ...322321

3232321
1:

0:

32

1

31

3

12

1
:

1

0

32
1

0

2

1

0

322

AB

=+−+−+−++=

=+−+−+++−++=








=
=

=





+−=
+=

⇒=
−
−=

−
−

∫∫

∫∫

+−

+−

dttedttt

tdtedttt
tB

tA

ty

tx
t

yx
AB

t

t

ПримерПример.. Проверить, что интеграл не зависит от пути
между точками A(1,3) и B(2,1). Вычислить,
выбрав путь самостоятельно

( ) ( ) 1;1
///2 =+==+=′ x

y
xyy xeQyxP

Далее, выберем A(0,0), в качестве кривой возьмём отрезок AB.

РешениеРешение.. Сначала проверим условие

∫ +++
AB

y dyxedxyx )()( 2

Функции P и Q определены на всей плоскости, плоскость, 
очевидно, односвязна.
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constQdyPdxyxF ++= ∫
AB

),(

СледствиеСледствие 22.. Система дифференциальных
уравнений





=′
=′

QF

PF

y

x ;

в некоторой односвязной области D имеет
решение в том и только в том случае, если
в этой области

xy QP ′=′

При этом условии функцию F можно найти
по формуле

где A – любая фиксированная точка, а
точка B имеет координаты (x,y). Интеграл
берётся по произвольной кривой от A до B.

5.3.3.2. Нахождение функции по её частным производным

 

( )

22
4

22

0

2

CB

4

0

3

AC

CBAC

sin
4

),(:

;sin2cos
,

0,

;4
:,0,0

0:,,

),(

YXY
X

YXFОтвет

YXYdttXt
dtdyty

dxXx

Xdtt
XtCdyy

tAdtdxtx

QdyPdxQdyPdxYXF

Y

X

−+=

−=−=








==
==

=

==








===
===

=

+++=

∫∫

∫∫

∫∫

ЗадачаЗадача.. Существует ли функция F(x,y), такая что

?
2cos

2
2

23







−=′
−=′

yxyF

xyxF

y

x
Если да, то найти её.

( ) ( ) xyyxyQxyxyxP xxyy 42cos;42
/2//23 −=−=−=−=′

Далее, в качестве кривой возьмём ломаную ACB.

РешениеРешение.. Сначала проверим условие существования

B(X,Y)

A(0,0) C(X,0)

xy QP ′=′

 

5.4.1. Площадь плоской области

,.1P-

,1

y НапримерQтолькоесли

QdyPdxdxdyS

x

DD

D

=′′

+== ∫∫∫
∂

∫∫∫
∂∂∂

−==−=
DDD

D ydxxdyxdyydxS .
2

1

ПримерПример..
Площадь
эллипса с
полуосями
a,b:

a

b =








=
=

== ∫ tby

tax
xdyS

sin

cos

( ) abtdtabttdab π
ππ

==== ∫∫ ...cossincos
2

0

2
2

0

 
5.4.2. Масса неоднородной кривой

∫=
AB

dsyxm ),(ρ

Если ρ=1, то получаем

длину кривой: ∫=
AB

dslA

B

ПримерПример.. Длина
эллипса с полуосями
a,b:

a

b
=

















+=

=
=

== ∫
dttbtads

tby

tax

dsl

2222 cossin

sin

cos

∫ +=
π2

0

2222 cossin dttbta

 



35  35   67      68 
 

5.4.3. Работа силы вдоль пути

dyyxQdxyxPA
AB

),(),( += ∫

A

B

9
9

F

)),(),,((),( yxQyxPyxF =

 
6. Дифференциальные уравнения 

6.1.  Определение

0),...,',,( )( =nyyyxF

Примеры дифференциальных

уравнений (какой у них порядок?)

( )
( ) 1ln)

;cos3) 104

−=′′+
=′+′′′

yyxb

xxyya

n – порядок уравнения

 

ПримерПример. 12 −=′′′ xy

РешениеРешение.

( )

( )

∫

∫

∫

+++−=







++−=

++−=+−=′

+−=−=′′

32

2

1

34

21

23

21

23

1
2

1
2

261223

23

12

CxC
x

C
xx

dxCxC
xx

y

CxC
xx

dxCxxy

Cxxdxxy

ЗамечаниеЗамечание.. Общее решение
дифференциального уравнения n-го порядка
содержит n произвольных констант. 

Общее
решение

 

ЗамечаниеЗамечание.. Иногда при решении
дифференциального уравнения получается
равенство, уже не содержащее производных, но из
которого не удаётся выразить y через x.

Например: 

Тогда само это равенство (siny=xy+C) считается
ответом (оно называется “интеграл
дифференциального уравнения”)

?sincos // =⇒+=⇒+= yCxyyxyyyy
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6.2.   Задача Коши





=
=

= 00
|

),('

yy

yxfy

xx

TTеоремаеорема.   Если функции f(x,y) и f/y(x,y)
непрерывны в области D, то для любой точки
(x0,y0)∈D в некоторой её окрестности существует и
единственно решение задачи Коши

y

0 x

D

y=f(x)
y0

x0

 
6.3.  Уравнения с разделяющимися переменными

)()(' 21 yfxfy =

dx

dy
yПодставить =')1

Метод решения:

( ) dxxf
yf

dy
yfxf

dx

dy

переменныеРазделить

)( )()(

:)2

1
2

21 =⇒=

( ) ∫∫ = dxxf
yf

dy

интегралыВычислить

)( 

:)3

1
2

 

1 2/ +=⋅ yyxyПример:

,
1

,
1

  

2

2

x

dx

y

ydy

xy

y

dx

dy
y /

=
+

+
==Решение:

Часто
вместо “+С”
удобнее
писать “+lnC”

С|x|= ± Cx = C1x

Переменные
разделились

.1ln

,ln1

 ),ln(ln||ln1

   ,
1

1
2

1
22

1
2

2

−±=

=+

=+=+

=
+

∫∫

xCy

xCy

xCCxy

x

dx

y

ydy

 

Пример (задача
Коши):

( )

( )1ln

1
 

,1lnln|1|ln
y

1

,
1

2

y

dy
    ,

1

2

y

dy
 

1

2

dx

dy
   ,

1

2
' 

2
1

2
1

2

2222

2
2

2
2

−
=

−−=−−−=−

−
−=

−
−=

−
−=

−
−=

∫∫

xC
y

xCCx

x

xdx

x

xdx
x

x
y

x

x
yy





=
=+−

1)0(

,02')1( 22

y

xyyx

Общее

решение

уравнения
Решение

задачи

Коши

Решение:

( ) .
)]1(ln[

1
   ;   

ln

1
1

21
1 xe

yeC
C −

=−=⇒
−

=
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6.4.  Однородные уравнения первого порядка

)(' x
yfy =

однородноеуравнениетоисчезнут,x всесправаЕсли

.частьправуювПодставить)2

y Выразить )1 /

xty ⋅=

Метод решения:

ипеременным мисяразделяющи с  уравнение    )(

),(y

частьлевуюв ,)3

/

//

−=+⋅

=+⋅=
=⋅=

tftxt

tftxt

t(x)  tгдеxtyПодставить

 

,'
1

22
;

2
222222

txt
t

t

xtx

txx

yx

xy
y +=

+
=

+
⋅

+
=′

ПримерПример.. xyyyx 2')( 22 =+

( )

( )
( ) ( ) ( )

( )( )
( ){ }

( )
xyилиxyилиилиxC

xy

xy

илиилиилиxC
t

t

xCCxttt

ttt

dtt
tt

tt

dtt

t

tt
t

t

t

−====
−

−====
−

=+=+−−−

=
+−

+=−=
−

+
+
−=







 −
+

=

∫∫

0y
1

1t1t0t
1

,lnln||ln1ln1lnln

   ,
x

dx

11

1
,01 или 

x

dx

1

1

;
1

1

x

1

1

2

x

1
 

dx

dt

12

12

1

2
2

2

2

2

2

2

РР

ее

шш

ее

нн

ии

ее

“интеграл
уравнения”

y=t·x

 

( )
4

ln

2

ln
ln2 

 ,lnlnln2либо0y

   либо0   t

x

y

x

y
)(

x

1
 

dx

dy

1
22

1
1

1

xCx
y

xC

x

y
xC

x

y

xCCxt

x

dx

t

dt

x

t

dx

dt

tttxt

xyy

⋅=⇒






=⇒=

=+=≡

⇒==⇒=

+=+′

+=+=

∫∫

ПримерПример..

РешениеРешение

xdydxxyy =+ )( 

ОтветОтвет. . ( )
4

ln
либо0y 1

2 xCx
y

⋅
=≡

y=t·x

 

6.5.  Линейные уравнения первого порядка

 )()(' xbyxay =+

( )

д.т.и

)(Cz)(z

)(Cz)(

константа. не уже - C(x)Cчтосчитая,

уравнение,исходноевмПодставляешаг.2

константа -С ;)(...

  .0)(шаг.1

//

/

/

xbxaCzС

xbxaCz

xCzy

   -a(x)y
dx

dy
 yxay

=++
=+

=

=⇒

==+ K

Метод решения (“метод вариации постоянной”):
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ПримерПример::

( ) ( )

( ) 2
1

2

1
2/

32/

32/2

y:

2;2

,222

22   .2

xCxОтвет

CxxdxCxC

xCxxCxC

xxCxCxшаг

+=

+===

=−⋅+

=−

∫

422' xyxy =−
РешениеРешение

( )
2

2

3

lnlnln2ln

 
x

dx
2

y

dy
  ;0x2'   .1

2x2'

Cxy

CxCxy

yyшаг

xyy

=

=+=

==−

=−

 
6.6.  Уравнение Бернулли

n yxbyxay )()(' =+
Решается тоже методом вариации постоянной

ПримерПример:: xyyyx += 22 ' 

РР

ее

шш

ее

нн

ии

ее::

( )

)ln(

1
;)ln(;;

;)2

;...;;0')1

';' 

1
1

1
2

2

2222/3222/2

2

2

2

2

xC
CxCC

x

dx

C

dC
xCdxdC

CxCxCxCxCxxCCxx

Cxy
x

dx

y

dy

x

y

dx

dy

x

y
y

x

y

x

y
y

x

y

x

y
y

−==−==

+=++=

====−

=−+=

∫∫

∫∫

−

)ln(
Cxy

:

1xC

x

Ответ

−==

10
10  

6.7. Понижение порядка уравнения

ПримерПример::
1 /2//3 =+ yxyx

6.7.1. Уравнение, не содержащее y в явном виде

KK

K

==⇒=⇒

⇒=+⇒=+

∫ z

x
z

x
zzxzx

yz

уравнение линейное
11

1
3

/2/3

РешениеРешение::

ОтветОтвет::

21 ln
1

CxC
x

y ++=

( ) ( )xzxyy //// z(x)(x)Замена =⇒=

 

ПримерПример:: ///2 yyy =

6.7.2. Уравнение, не содержащее x в явном виде

⇒=⇒+−==

⇒==⇒=⋅

⋅=⋅=⇒=

)}({
1

или0

y

1
или0

z(y)(x)Замена

/

2
//2

//////

yzyC
y

zz

zzzzzy

zzyzyy
РешениеРешение::

Замена y/(x)=z(y) 
=> y//(x)=z/(y)·z(y)

...
1

11

или

2
/

1

⇒+==
−

⇒
−=+−=

=

∫ ∫ Cxdxdy
Cy

y

y

Cy
C

y
y

Cy

 



39  39   75      76 
 

6.8. Линейные дифференциальные уравнения
произвольного порядка

)()(...)()( )2(
2

)1(
1

)( xfyxayxayxay n
nnn =++++ −−

ТеоремаТеорема: : Общее решение линейного
дифференциального уравнения может быть
представлено в виде суммы y=y00+yчаст, где y00 – общее
решение “однородного линейного уравнения”:

yчаст – какое-то (“частное”) решение исходного
уравнения

0)(...)()( )2(
2

)1(
1

)( =++++ −− yxayxayxay n
nnn

 

6.8.1. Линейные однородные дифференциальные
уравнения с постоянными коэффициентами

1) Составить характеристическое уравнение
λn+a1λn-1+…+an=0

2) Найти его корни
3) Выписать ответ по правилу:
a) Каждому вещественному корню λ=a кратности m

соответствует m слагаемых eax, xeax,…,xm–1eax;
b) Каждой паре комплексных корней λ=a ± ib кратности m 

соответствует m слагаемых
eaxcosbx, xeaxcosbx,… xm–1eaxcosbx,
eaxsinbx, xeaxsinbx,… xm–1eaxsinbx.

0...)2(
2

)1(
1

)( =++++ −− yayayay n
nnn

 

ПримерПример:: 045 ////// =+− yyy

Характеристическое
уравнение

4;1;0

;045 

321

23

===
=+−
λλλ

λλλ

Ответ xx eCeCC 4
321y ++=

ПримерПример:: 044 /// =+− yyy

Характеристическое
уравнение .2;2

;044 

21

2

==
=+−

λλ
λλ

Ответ
xx xeCeC 2

2
2

1y +=

 

ПримерПример:: 042 /// =+− yyy

Характеристическое
уравнение

31;31

;042 

21

2

ii −=+=

=+−

λλ
λλ

Ответ xeCxeC xx 3sin3cosy 21 +=

ПримерПример::

Ответ

xeCxeCCxeCeC xxxx 5sin5cosy 2
5

2
43

3
2

3
1 ++++= −−

ii 52;52;0;3 54321 −=+==−== λλλλλ
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6.8.2. Линейные дифференциальные уравнения с
постоянными коэффициентами и специальной

правой частью

)(...)2(
2

)1(
1

)( xfyayayay n
nnn =++++ −−

степени.  ой-n  многочлены  -  )(  ),(

),sin)(cos)(()(

xQxP

bxxQbxxPexf

nn

nn
ax +=

.  корня кратность  -   

тами,коэффициен нныминеопределе с степени 

 ой-n  многочлены    )(
~

  ),(
~

   где

,)sin)(
~

cos)(
~

(

ibar

xQxP

xbxxQbxxPey

nn

r
nn

ax
част

+

−

+=

 
ПримерПример: : 

4x
2

x
100

21
2

y

,4   ,1  ,045

  ,04'5''

еСеС

yyy

+=

===+−
=+−

λλλλ

xeyyy 24'5'' =+−
1) Найдём y00:

xxx eeCeCy 2
2
14

21 −+=

2) Найдём yчаст:

Ответ:

( )

2
12222

222

2x2x

  ,4104

4''  ,2'  ,

,0   ,2   ,0   ,2  ,0

0степени многочлен)(f

−==+−

===

==+===
⋅===

AeAeAeAe

AeyAeyAey

ribaban

ееx

xxxx

x
част

x
част

x
част

 

xxeyyy 24'4'' =+−ПримерПример: : 

1) Найдём y00:

2) Найдём yчаст:

( )

.)2)86()412(4(''

,)2)23(2('

,)()(

,2   ,2   ,0  ,2  ,1

1степени многочлен)(

2
221

2
21

3
1

2
2

2
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3
1
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2

3
1

22
21
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x
част

x
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xx
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xx

eAxAAxAAxAy
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exAxAexAxAy

ribaban

exexf
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xx eCeC

yyy
2

2
2

10021

2

y,2

,044  ,04'4''

+===

=+−=+−

λλ
λλ

x
частчастчаст eAxAyyy 2

21 )216(4'4'' +=+−
 

xxeyyy 24'4'' =+−Подставим в
исходное
уравнение:

Ответ:

xx
частчастчаст xeeAxAyyy 22

21 )216(4'4'' =+=+−

( ) xx
част

xx

exexAxAy

AAxeeAxA

2322
2

3
1

21
22

21

16

1

0   ,
16

1
   ,)216(

=⋅+=

===+

.23
16
12

2
2

1
xxx exxeCeCy ++=

11
11
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r = 0
a=5 b=2

?2cos4)(

,73,73,3
52

4321

==

−=+===

част

x yxexxf

ii λλλλПримерПример: : 

2) Чему равно r?

( )

( ) rx
част

x

xxxxxxxey

xexf

⋅+++++⋅=⇒

⇒







⋅⋅=

2sin)AAA(2cos)AAA(

2
cos

sin
2степенимногочлен)(

65
2

432
2

1
5

5

( )
( ) xxxe

xxxey
x

x
част

2sinAAA

2cosAAA

65
2

4
5

32
2

1
5

⋅++⋅+

+⋅++⋅=

1)
r

nn
ax

част xbxxQbxxPey )sin)(
~

cos)(
~

( +=

a+ib=5+2i

 

r = 2a=0 b=0

?.64)(

,25,25,0
3

4321

=+−=

+=+===

частyxxxf

ii λλλλПримерПример: : 

2) Чему равно r?

( )
r

част xxxxy

xf

⋅+++=⇒

⇒=

)AAAA(

3степенимногочлен)(

43
2

2
3

1

1)
r

nn
ax

част xbxxQbxxPey )sin)(
~

cos)(
~

( +=

2
4

3
3

4
2

5
1

2
43

2
2

3
1

AAAA

)AAAA(

xxxx

xxxxyчаст

+++=

=⋅+++=

a+ib=0

 

xxyy sin3144 ///// ++=−ПримерПример: : 

1) Найдём y00:

( )

x
oo eCxCCy

yy

4
321

321

223

/////

4,0,0

04;04

;04

++=

===
=−⋅⋅=−

=−

λλλ
λλλλ

Здесь правая часть состоит
из двух разнородных слагаемых,

многочлена и синуса
поэтому частное решение

будет искаться тоже
в виде суммы двух слагаемых

2) Найдём yчаст:

f(x) =
Многочлен

+ синус

 

...sin3)(

...14)(

sin314)(

22

11

=⇒=
=⇒+=

++=

част

част

yxxf

yxxf

xxxf xxyy sin3144 ///// ++=−

( )

xAxAxAxAy

xAxAy

xAxAAxAy

част

част
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cossin

cossin

x

43
2

2
3

1

432

2
2

3
1

2
211

+++=

+=
+=⋅+=

Подставить

( )













=−
=−
=+
=+−

++=−−+⋅−
−+−=−

186

424

34
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:

:

:sin

:cos

sin314cossin264

sincos64
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1

34
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0
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431
/////
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A
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x
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x

xxxAxAAxA
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











=
=
=
=

4

3

2

1

A

A

A

A Ответ: y =
y00+yчаст=…
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7. Ряды 

NNN
Nn

n

NN

N

n
n

n
n

n

Raaa

Saaaa

aaaa

=++=

=+++=

++++=

++

∞

+=

=

∞

=

∑

∑

∑

...

...

......

21
1

21
1

21
1

Ряд

Остаточный

член ряда

Частичная

сумма ряда

7.1.1.  Основные понятия

 

SSN
N

=
∞→

lim

ОпределениеОпределение: : Если существует конечный предел

то говорят, что ряд сходится, а число S называется
его суммой.
В противном случае говорят, что ряд расходится

 

Примеры:

2суммасходится,Ряд2
2

1
12limlim

,
2

1
12

2

1

16

1
 

8

1
 

4

1
 

2

1
1

2

1
    )1

1

11
2

1

1
2

1

0

0

1

=⇒=






 −⋅=








 −⋅===
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+∞→∞→
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−

=

∞

=

+

∑

∑

NN
N

N

N

N

n
nN

n
n

S

S
N

K

расходитсяРяд
2

)1(
limlim

,
2

)1(
...21

    54321   )2
1

⇒∞=+⋅=

+⋅=+++=

+++++=

∞→∞→

∞

=
∑

NN
S

NN
NS

n 

N
N

N

N

n

K

 

.расходится Рядсуществует не    lim

нечетном,   при  1

четном    при  0
  

  )1(1)1(1)1(1)1(   )3
1

1

⇒





=

+−++−++−+=−

∞→

∞

=

−∑

N
N

N

n

n

S

N

N
S

K

.расходитсяРяд

)1ln(lim   ),1ln()...2ln(

)1ln(...)1ln()1ln()11ln(

...1   ),1ln(   ..

   1    )4

1
3
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3

1
3
1

2
1

1
3
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1

4
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3
1

2
1
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⇒
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+
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=
∑
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n
n K

 



43  43   83      84 
 

сходитсяРяд2...
4

1

3

1

3

1

2

1

2

1
11

...
32

1

21

1
1...

33

1

22

1
1
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16

1

9

1

4

1
1

1
    )5

1
2

⇒=+






 −+





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
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+
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⋅
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=

N
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1
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1
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1
1,1

50302010

321
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≈++==+==

SSSS

SSS

6449,1
6

1

1

2

2∑
∞

≈= π
n

Доказать

это

нелегко!

 
ЗадачаЗадача.. Найти сумму ряда K+

⋅
+

⋅
+

⋅
+

⋅ 75

1

64

1

53

1

42

1

РешениеРешение.. ?,,
53

1
,
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1
21 =

⋅
=

⋅
= naaa K

)3()1(

1

+⋅+
=

nn
an

......,...
31)3()1(

1
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21 ==⇒⇒
+

+
+

=
+⋅+

AA
n

A

n

A

nn
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6

2/1

4

2/1

5

2/1

3

2/1

4

2/1

2

2/1
...
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1

64

1

53

1

42

1

3
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1

2/1
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+
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+
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+
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+
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2

2/1
...
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1

64

1

53

1

42

1 =+=+
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+
⋅

+
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+
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ОтветОтвет..

 

Как узнать, 
сходится или

расходится

данный ряд?

Как узнать, 
сходится или

расходится

данный ряд?

Признаки

сходимости

рядов

Признаки

сходимости

рядов

 

0lim =
∞→ n

n
a

0lim ≠
∞→ n

n
a

ТеоремаТеорема 1.1. (Необходимое условие сходимости):

1) Если ряд сходится, то

2) Если , то ряд расходится. 

1−−= nnn SSa

0

limlim)(limlim 11

=−=

=−=−= −∞→∞→−∞→∞→

SS

SSSSa n
n

n
n

nn
n

n
n

ДоказательствоДоказательство::

Если ряд сходится, то
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7.1.2.  Знакоположительные ряды.  Признаки

сходимости

.расходится  )(расходится  )( 

 ,сходится  )(сходится  )( 

:Тогда

.nбольшихпри0 Пусть

.    )(  ,  )( :ряда два есть  Пусть
11

ba

ab

ba

bbaa

nn

n
n

n
n

⇒

⇒

≤≤

∑∑
∞

=

∞

=

ТеоремаТеорема 2.2. (Признак сравнения).

 

Примеры:

.расходится
1

sin2

расходится
1

Ряд

2  при    
n

1

1

1

1

sin2

1

1

∑
∑

∞

∞ +
+

⇒









>>
+

>
+

+

n

n

n

n
nn

n

 
1

sin2
  )1

1
∑

∞

+
+
n

n

.сходится
ln

сходится
1

Ряд

2  при    
n

1

n

nln

1
2

1
2

233

∑
∑

∞

∞ ⇒








>=<

n

n

n

n
n

n

 
ln

  )2
1

3∑
∞

n

n

 

 сходится.  )(сходится  )a( 

:Тогда

0lim Пусть

.    )(  ,  )( 

:членами льныминеотрицате с ряда два есть  Пусть

n

11

b

число
b

a

bbaa

n

n

n
n

n
n

⇔

>=
∞→

∞

=

∞

=
∑∑

ТеоремаТеорема 3.3. (Предельный признак сходимости).

 

ЗадачаЗадача.. Исследовать на сходимость ряд

.расходится
52

2

2

1

52

2
lim

1
:

52

2
lim

расходится
1

Ряд

0
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3
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∑ ∞
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
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

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+ n
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n
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52

2

0
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2

∑
∞

−
+

n

nn

РешениеРешение..
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ТеоремаТеорема 4.4. (Признак Даламбера).

.lim 1 q
a

a

n

n

n
=+

∞→

Пусть есть ряд с неотрицательными членами  
0
∑

∞

na

Пусть существует предел

Тогда
1) если q<1, то ряд сходится
2) если q>1, то ряд расходится

 

ПримерыПримеры:: K+
⋅⋅

+
⋅
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= 321
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0n n
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= +n

n

n

сходится ряд 
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∞→ nn
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a
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n n

n

311

13
lim

2

21

расх.    13 ⇒>=

Р
еш
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и
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Р
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и
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ТеоремаТеорема 5. 5. Интегральный признак Коши

сходитсяf(x)dx  сходится 
11
∫∑
∞∞

=

⇔
n

na

Пусть есть ряд с неотрицательными членами  
0
∑

∞

na

Пусть an=f(n), где функция f(x) удовлетворяет условию:
(*)   f(x) невозрастающая функция при больших x.
Тогда

1 2 3 4

a1 a2
a3 a4 …

…

ДоказательствоДоказательство::
...f(x)dx... 321

1

432 +++≤≤+++ ∫
∞

aaaaaa

См. 
рисунок!

 

∑
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=2 ln

1

n nn

.расходится
ln

1

lnln
ln

1

убывает;
ln

1

2

2
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∑

∫

∞

=
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∞+
⋅

⇒















+∞==
⋅

⋅
=

n nn

xdx
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f(x) 

;
xx

f(x)

РешениеРешение::

ЗадачаЗадача.. Исследовать на сходимость ряд
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ТеоремаТеорема: : РядРяд сходитсясходится припри a>1a>1, , ии расходитсярасходится

припри aa≤≤11..

∑
∞

=1

1

n
an










=∞=
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
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∫
1ln

1
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1
1

1

признак ыйинтегральнубывает 
1

 0 При

расходится ряд01alim  :0 При

расходится ряд0alim  :0 При

1

1

1

1

n
n

n
n

при ax

при a
a

при a

a

x

x

dx

x
f(x)a

a

a

a

a

a

ДоказательствоДоказательство::

 
7.1.3. Ряды с членами произвольного знака.  

ЕслиЕсли рядряд сходитсясходится, , тото рядряд тожетоже сходитсясходится∑
∞

=1n
na ∑

∞

=1n
na

ОпределениеОпределение: : 1) 1) ЕслиЕсли рядряд сходитсясходится, , тото

говорятговорят, , чточто рядряд сходитсясходится абсолютноабсолютно..

2) 2) ЕслиЕсли рядряд расходитсярасходится, , аа рядряд

сходитсясходится, , тото говорятговорят, , чточто рядряд сходитсясходится
условноусловно..

∑
∞

=1n
na

∑
∞

=1n
na

∑
∞

=1n
na ∑

∞

=1n
na

∑
∞

=1n
na

ТеоремаТеорема 6. 6. Абсолютная сходимость

 

∑
∞

=1
3

sin

n n

n

абсолютно сходится
nsin

сходится
1

1nsin

1
3

1
3

33

∑
∑

∞

∞
⇒











≤

n
 

n

nn

РешениеРешение::

ЗадачаЗадача.. Исследовать на сходимость ряд

ЗамечаниеЗамечание.. Выяснить этим

методом, сходится ли такой
ряд не получится (так как
Σ(1/n) расходится). На самом
деле он сходится условно.

∑
∞

=1

sin

n n

n

 
7.1.4. Перестановка членов ряда

ТеоремаТеорема.. 1) Абсолютно сходящийся ряд остаётся
сходящимся и сохраняет величину суммы при любой
перестановке членов ряда.

2) Изменяя порядок членов в условно сходящемся
ряде, можно сделать его сумму равной любому числу.

ПримерПример.. Обозначим

А ведь ряд 2) получен перестановкой членов ряда 1)!
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 −+−




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7.1.5. Знакочередующиеся ряды

.0      ,)1(
0

≥−∑
∞

=
nn

n

n aa

ТеоремаТеорема 7. (7. (ПризнакПризнак ЛейбницаЛейбница).).

Если an ≥ an+1 ≥0 при больших n и , то

ряд сходится.

0lim =
∞→ n

n
a

n
n

na∑
∞

=

−
0

)1(

СвойствоСвойство.. ДляДля сходящегосясходящегося знакочередующегосязнакочередующегося

рядаряда остаточныйостаточный членчлен RRnn нене превосходитпревосходит попо модулюмодулю

первогопервого отброшенногоотброшенного слагаемогослагаемого aan+1n+1

 

условно сходится   ...
4

1

3

1

2

1
1

n

)1(
   )1

1
∑

∞

=

−+−+−=−
n

n

ПримерыПримеры::

( )
абсолютно сходится   

1
 2)

1
3

 
n
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n

∑
∞
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−
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7.2.1. Область сходимости.

ТеоремаТеорема АбеляАбеля.. Пусть x1 ≠ x0, |x1– x0|=d:

1) Если степенной ряд сходится при x=x1, то он
абсолютно сходится при |x–x0|<d

2) Если степенной ряд расходится при x=x1, то он
расходится при |x–x0|>d

d

x0 x1

 

СледствиеСледствие.. Область сходимости степенного ряда
представляет собой одно из множеств:

1) Одна точка x0.

2) Интервал с центром в x0, возможно, включающий в себя
одну или обе граничные точки

3) Вся числовая прямая

В первом случае говорят, что радиус сходимости
степенного ряда равен 0, во втором радиус сходимости
равен половине длины интервала, в третьем он равен
бесконечности.
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ТеоремаТеорема.. Пусть существует предел

R
a

a

n

n

n
=

+
∞→

1

lim

где R –число или +∞. Тогда радиус сходимости
степенного ряда равен R.

ЗадачаЗадача.. НайтиНайти областьобласть сходимостисходимости рядаряда ( )
∑
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−
0 !
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n
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РешениеРешение..

ОтветОтвет. . ЭтотЭтот рядряд абсолютноабсолютно сходитсясходится нана всейвсей числовойчисловой
прямойпрямой  
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ЗадачаЗадача.. НайтиНайти областьобласть сходимостисходимости рядаряда ( )
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РешениеРешение..

ОтветОтвет. . РядРяд сходитсясходится абсолютноабсолютно припри ––44<x<2 <x<2 ии
условноусловно припри x= x= ––44

–1– 4 2

R R

 

( ) ( )
( ) ( ) .1

32

43
lim =

+⋅+
+⋅+=

∞→ nn

nn
R

n

ЗадачаЗадача.. НайтиНайти областьобласть сходимостисходимости рядаряда
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РешениеРешение..
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ОтветОтвет. . 
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32 4
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7.2.2. Непрерывность суммы степенного ряда

ТеоремаТеорема.. Сумма степенного ряда непрерывна в
любой внутренней точке его интервала сходимости.

7.2.3. Почленное дифференцирование
степенного ряда

ТеоремаТеорема.. Степенной ряд можно почленно
дифференцировать в любой внутренней точке его
интервала сходимости.

ПримерПример..

( )
1 при
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1 при
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1
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2
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32
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x
x

xx

x
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xxx

 



49  49   95      96 
 

7.2.4. Почленное интегрирование степенного
ряда

ТеоремаТеорема.. Степенной ряд можно почленно
интегрировать по любому отрезку [a,b], такому, что
ряд сходится в точках a и b

ПримерПример..

1 при)1ln(...
32

1 при
1

1
...1

32

32

<−−=+++⇒
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−

=++++

xx
xx

x

x
x

xxx

ЗамечаниеЗамечание.. Отсюда можно догадаться, чему равна
сумма ряда

=+−+− ...
4

1

3

1

2

1
1

2ln...
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1

3

1

2

1
1 =+−+−

 
7.2.4. Степенные ряды с комплексными

членами

.,)( 0
0

Czzza n

n
n ∈−∑

∞

=

Степенной ряд можно рассматривать и когда an, x и

x0 – комплексные числа (∈ C). Все предыдущие
теоремы соответственно распространяются на этот
случай:

В частности, степенной ряд сходится

1) либо только в точке z0, (радиус сходимости R=0), 

2) либо на всей комплексной плоскости (R=∞), 

3) либо внутри круга радиуса R с центром в точке z0: 
{z:|z–z0|<R} и, может быть, в некоторых точках его
границы.

 

Рассмотрение степенных рядов над комплексными
числами позволяет установить многие
закономерности их поведения. В частности

ПримерПример.. Следующий ряд расходится при |x|≥1, хотя
у функции 1/(1+x2) нет никаких особенностей при

x=±1. Где же у неё особенность?

1 при
1

1

...1

2

642

<
+

=

=+−+−

x
x

xxx

ОтветОтвет.. При x = i функция не
определена.

ТеоремаТеорема.. Радиус сходимости степенного ряда равен
расстоянию от точки z0 до ближайшей особенности
представляемой рядом функции

 
7.2.5.  Ряд Тейлора.
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ОпределениеОпределение.. Пусть функция f(x) имеет в точке x0
производные любого порядка. Тогда следующий
степенной ряд называется рядом Тейлора для
функции f(x) в точке x0:

ЗадачаЗадача.. Выписать ряд Тейлора для функции f(x)=x3 

в точке x0=–2.

ОтветОтвет.. –8+12(x+2)–6(x+2)2+(x+2)3.
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ЗамечаниеЗамечание.. Ряд Тейлора для функции f(x) не
обязательно сходится к самой функции f(x). Он
может расходиться в некоторых точках, или
сходиться в них не к f(x). Тем не менее обычно ряд
Тейлора даёт хорошее приближение к f(x) вблизи
точки x0.

ОпределениеОпределение.. Если ряд Тейлора для функции f(x) 
сходится к f(x) в некоторой окрестности точки x0, то
говорят, что функция f(x) аналитическая в
окрестности точки x0.
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( ) ( ) ( ) ( ) ...11111
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xxxx

n!ffxxf
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ПримерПример 11.. Ряд Тейлора для функции f(x)=1/x в точке
x0=1 имеет вид…

При 0<x<2 ряд сходится к 1/x, при остальных x ряд
расходится.

ПримерПример 2.2. Нетрудно показать, что все производные
функции







=
≠=

−

0 xпри      0

0 xпри )(
2

1

xexf

в точке x=0 равны нулю. Поэтому её ряд Тейлора в
точке x0=0 состоит из одних нулей. Сумма ряда из
нулей равна 0 ≠ f(x)

 

ПоэтомуПоэтому вв каждомкаждом конкретномконкретном

случаеслучае указываютуказывают, , припри какихкаких xx рядряд

ТейлораТейлора сходитсясходится кк функциифункции f(xf(x ))

14
14

 

7.2.6.  Разложения основных элементарных
функций в ряды Тейлора
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0    x,sin)(       )2 0 == xxf
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0    x,cos)(       )3 0 == xxf
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ЗамечаниеЗамечание.. Почленно дифференцируя ряд для sinx, 
получаем ряд для cosx:
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7.2.7. Приложения степенных рядов

ЗадачаЗадача.. Вычислить sin 800 , взяв 3 члена
разложения по формуле Тейлора.

7.2.7.1 Вычисление приближённого значения

функции

РешениеРешение.. Первые несколько слагаемых ряда
Тейлора дают хорошее приближение, если x близко
к x0. В нашем случае x=800. Какое взять x0?

...98480779,0
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24
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1)80sin(
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Точное значение sin800 ≈ 0,98480768…
 

ЗадачаЗадача.. Найти три члена разложения в ряд Тейлора
вблизи точки x=0 решения y=y(x) уравнения y3+xy=1.

7.2.7.2 Решение уравнений

РешениеРешение..
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ЗадачаЗадача.. Выразить в форме ряда интеграл

и указать область сходимости

7.2.7.3 Вычисление интегралов

РешениеРешение..
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ЗадачаЗадача.. Выразить в форме ряда интеграл

и указать область сходимости ∫
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x
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ЗадачаЗадача.. Написать ряд Тейлора для arctgx в точке 0. 
Используя его, выписать ряд для числа π.

РешениеРешение..
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ЗамечаниеЗамечание. . НаНа самомсамом деледеле можноможно былобыло

взятьвзять ии x=1, x=1, тт..ее. . верноверно, , чточто
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ЗадачаЗадача.. Дана последовательность 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,…
(каждый член равен сумме двух предыдущих, называется
последовательность Фибоначчи). 
Найти формулу для n-го члена.

7.2.7.4. Производящие функции

РешениеРешение.. a1=1, a2=1, an+2=an+1+an. Обозначим
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Основная
идея !

 

Далее, разложим на простейшие.
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ЗадачаЗадача.. Обозначим через cn количество способов

разрезать (n+2) –угольник на треугольники

непересекающимися диагоналями (это так называемые

числа Каталана). 
Положим c0=1. Найти формулу для cn.

РешениеРешение.. Для начала найдём первые несколько

чисел:c1=1, c2=2, c3=5 (проверьте!), c4=14 (тоже

проверьте!). 
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Основная
идея !

Занумеруем вершины многоугольника
против часовой стрелки, начиная от 0, и
рассмотрим треугольник, содержащий
сторону (0-1) и вершину, скажем, № k. 
Тогда cправа от треугольника получается
k-угольник, а слева: n–k+3 - угольник. Их
можно разбить на треугольники, 
соответственно, ck–2 и cn–k+1 способами. 
Перебрав все k = 2,3,…,n+1, получаем:

0 1

2

k

n+1

n

cn= c0cn–1+ c1cn–2+ c2cn–3+…+ cn–1c0

Справа в этом равенстве стоит коэффициент при xn –1 в
произведении

f(x)·f(x)=(c0+c1x+c2x2+c3x3
+…)·(c0+c1x+c2x2+c3x3+…)

а слева – коэффициент при xn в f(x).

Отсюда видно, что

x·f(x) ·f(x) = f(x) –1
 

Раскладывая квадратный корень в ряд Тейлора в

точке x0=0, получаем
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Получилось квадратное уравнение для f:
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