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Математическая статистика изучает математические
методы обработки и анализа результатов
статистических наблюдений.

Математическую модель изучаемой ситуации можно
описать следующим образом. 
Имеется случайная величина X, распределенная по

неизвестному нам закону, значение которой

измеряется в эксперименте. Повторим

эксперимент n раз, предполагая, что условия его

проведения не изменяются. Такой n-кратный

составной эксперимент связан с n-мерной СВ

(X1, X2,..., Xn), где Xj - СВ, соответствующая j-му
эксперименту. 

 

Ясно, что все Xj независимы и одинаково

распределены; их общий закон распределения, 
совпадающий с законом распределения СВ X, 
называется законом распределения генеральной

совокупности.

Вектор (X1, X2,..., Xn) называется выборочным

вектором. Числа ( x1, x2,..., xn), получаемые в
результате измерений, называют реализацией
выборочного вектора или просто выборкой. Число n
называется объемом выборки, а разность между
наибольшим и наименьшим элементами – ее

размахом.

 

Аналогично определяется двумерная выборка, 
отвечающая ситуации, когда в каждом эксперименте
измеряются две случайные величины, X и Y.

Основная задача математической статистики – по
выборке восстановить закон распределения
случайной величины X как можно точнее.

ПримерПример

Монету бросили 1000 раз, и выпало только 300 
гербов. Можно ли считать, что для этой монеты

вероятность выпадения герба меньше 1/2, или это

получилось случайно?

ЗдесьЗдесь X X –– случайнаяслучайная величинавеличина, , 
распределённаяраспределённая попо законузакону
(0(0--гербгерб, 1, 1--решкарешка):):

ТребуетсяТребуется проверитьпроверить гипотезугипотезу p<1/2p<1/2..
P

X

1-pp

10

 

1. Статистический ряд (таблица частот). 
Группированный статистический ряд.

nk…n2n1n

Xk…X2X1X
Таблица частот.
Первая строчка содержит все
различные значения из выборки, а
вторая - сколько раз они
встречаются.
Сумма чисел в нижней строке
равна объему выборки n.

nr…n2n1n

∆r…∆2∆1∆

Группированная таблица частот.
Множество значений СВ разбито на r 
интервалов.
Вторая строка содержит количества
элементов выборки, попавших в
соответ-ствующий интервал. Если
элемент попадает на границу двух
соседних интервалов, то он
учитывается в левом. 
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ПримерПример 1.1.
Дана выборка

2,3,2,3,5,2,5,5,5,3,6,2,2,3,3
Заполнить таблицу частот

ПримерПример 2.2.
Дана выборка

2,7,24,11,21,48,10,3,9,3,3,4,2,30,35,21,
11,14,21,5
Заполнить группированную таблицу

частот, разбив на 5 интервалов

1

6

5

3

4

5

ni

Xi

5

2

РешениеРешение..
Интервалы можно

выбирать одинаковой

длины, а можно разной (в
зависимости от выборки). 
Выберем одинаковой. 
Размах выборки = 48-2=46, 
так что длина интервала

должна быть больше

46/5=9,25. Возьмём 10. 
Начало первого интервала

должно быть не больше

xmin=2. Возьмём 0.

1

30-40

1

40-50

3

10-20

5

20-30

ni

∆i
10

0-10

 

2. Полигон частот.

Полигон частот строится по
таблице частот и представляет
собой ломаную, соединяющую
точки с координатами

(xi,ni) (i =1 ... k) 

0

2

4

6

8

9 10 11 12 13 14

ЗадачаЗадача..
По выборке из примера 1 
построить полигон частот

 

3. Гистограмма.

Гистограмма строится по группированной
таблице частот и представляет собой набор
прямоугольников, основания которых
совпадают с интервалами из таблицы, а
высоты равны

ЗадачаЗадача..
По выборке из

примера 2 построить

гистограмму

0...5 5...10 10...15 15...20

i

i
i ln

n
h

⋅
=

где li - длина i-го интервала.

Таким образом, общая площадь всех
прямоугольников равна 1
Площадь части гистограммы над
произвольным отрезком оси OX
приближенно равна вероятности попадания
в соответствующий интервал

 

3. Эмпирическая функция
распределения.

Эмпирическая функция распределения

(ЭФР ) F*(x) - это построенная по выборке
приближенная функция распределения
изучаемой случайной величины. Она
определяется формулой
где в числителе стоит количество элементов
выборки (с учетом кратности), меньших x

n

n

xF xx
i

i

∑
<=)(*

При большом объеме выборки ЭФР близка к
функции распределения генеральной

совокупности:
Теорема 1 (Гливенко). Пусть Fn*(x) - ЭФР, 
построенная по выборке объема n. Тогда
для любого x, 
то есть

)()(* xFxF
nn  → ∞→

( ) εε любогодляxFxFP n
n

0)()(lim * =>−
∞→
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ПримерПример 1.1.
Для выборки из примера 1 
(негруппированной)

ПримерПример 2.2.
Для выборки из примера 1 
(группированной)

1

6

5

3

4

5

ni

Xi

5

2

1

30-40

1

40-50

3

10-20

5

20-30

ni

∆i
10

0-10

5/15

10/15

14/15 1

2 3 5 6

10/20

13/20

19/20 1

10 20 30 40 50

18/20

 

λλ

λ λ

==

=== −

DXMX

ke
k

kXP
k

,

...2,1,0,
!

)(

Число λ>0 – параметр закона Пуассона.

1) 1) ЗаконЗакон ПуассонаПуассона..

Число N – количество испытаний,
p - вероятность успеха в одном испытании,
q=1-p.
X – количество успехов

2) 2) БиномиальныйБиномиальный
законзакон

NpqDXNpMX

NkqpCkXP kNkk
N

==
=== −

,

,...,1,0,)(

 

2

1

,
1

,...2,1,)(

p

q
DX

p
MX

kpqkXP k

==

=⋅== −

Число N – количество испытаний, p - вероятность успеха
в одном испытании, q=1-p.
X – количество испытаний до первого успеха
включительно.

33) ) ГеометрическийГеометрический законзакон

.B)( ≤≤≤=<≤ −
− baAприbXaP AB

ab

.
12

)(

,
2

2

AB
DX

MX BA

−=

= +

44) ) РавномерныйРавномерный законзакон нана отрезкеотрезке [A,B][A,B]

     

,0

,

,0

)( A-B
1

Bx

BxA

Ax

xf

>
≤≤

<









=

 

.0
,0

0

,

,0
)( >

≥
<





= − λ
λ λ x

x

e
xf x

baприeebXaP ba ≤≤−=<≤ −− 0)( λλ

.

.

2
1

1

λ

λ

=
=

DX

MX

2

2

2

)(

2

1
)( σ

σπ

mx

exf
−−

=

( ) ( )σσ
mambbXaP −− Φ−Φ=<≤ )(

55) ) Показательный
Показательный законзакон

6) 6) Нормальный
Нормальный законзакон

.

.
2σ=

=

DX

mMX
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Часто закон распределения генеральной совокупности можно считать
известным с точностью до одного или нескольких параметров. 
Возникает задача по выборке восстановить значения этих параметров
по возможности точнее.

Точечной оценкой для неизвестного

параметра Θ называется

приближенное значение этого

параметра, найденное по выборке

x=( x1, x2,..., xn):

).,...,,(
~~

21 nxxxΘ=Θ

Для неизвестного параметра можно придумать сколько угодно оценок, 
хороших и плохих. “Качество” оценки характеризуют понятия
”несмещенность”, “состоятельность”, ”эффективность” .

 

),...,,(
~~

21 nxxxΘ=Θ

Θ=Θ ),...,,(
~

21 nXXXM

Оценка

называется несмещённой оценкой
неизвестного параметра Θ , если

Другими словами, 
среднее значение

несмещённой оценки равно

истинному значению

параметра.

 

Другими словами, 
с ростом объема выборки

значение состоятельной

оценки стремится к

истинному значению

параметра.Θ→Θ
+∞→

P

n
nn XXX ),...,,(

~
21

),...,,(
~~

21 nxxxΘ=ΘОценка

называется состоятельной оценкой
неизвестного параметра Θ , если ,

),...,(
~

),,...,(
~

11 nnnnnn XXDDXXMM Θ=Θ=

,lim,0lim Θ==
+∞→+∞→ n

n
n

n
MD

Теорема. Обозначим

Тогда если

то оценка является состоятельной. 

 

~
( )Θ 1 ,

~
)2(ΘГоворят, что оценка эффективнее, чем оценка

если ее дисперсия меньше.
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x

x
x n x n

n
k k=

+ +1 1 ...

Оценка для MX называется “выборочное среднее”, обозначается

и вычисляется как среднее

арифметическое чисел - элементов
выборки (с учетом кратностей):

Эта оценка всегда несмещённая и состоятельная

 

( ) ( )222* xxxxDx −=−=

2222** )()()()()( mxmxmxmxmxDDx −−−=−−−=−=

( )

DXDX
n

n
DX

n
DXXDDXXD

n

nDX
XD

n

DX

mXM
n

mXM
mXM

n

mX
MmXMmXMMD ii

X

≠−=−=−=−=−=

=−−
−

=−−












 −
=−−−=

∑

∑∑

11

)()(
)(

)()( 2

2

2
2

22*

*2

1 XD
n

n
s

−
=

Оценка для дисперсии DX называется “выборочная дисперсия”, 
обозначается D*x и вычисляется по формуле:

Эта оценка смещенная! Чтобы убедиться в этом, обозначим m = MX 
и воспользуемся тем, что D*x не изменяется при вычитании
константы:

Несмещённая оценка для

дисперсии DX  обозначается s2 и

вычисляется по формуле

 

Точечная оценка коэффициента асимметрии находится по
формуле

( ) ( )

( ) ( )( )323
2/3*

3

2/3*

*

23
1

1

xxxx
D

xx
D

A

x

x

X

⋅+⋅⋅−=

=−=

Точечная оценка коэффициента эксцесса находится по
формуле

( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) 3364
1

3
1

42234
2*

4

2*

*

−⋅−⋅⋅+⋅⋅−=

=−−=

xxxxxx
D

xx
D

E

x

x

X

 
Точечная оценка коэффициента корреляции случайных
величин X и Y находится по формуле

**

*

yx

XY
DD

yxxy
r

⋅

⋅−=

5

4

2

1220-40

350-20

0-1       X\Y

Задача. По двумерной таблице частот найти
*** ,,,, XYyx rDDyx

( )

( )

......;
20

...5)1(10

......,

...,...,
20

...1210

...,

...,
20

8301210

*

22*2

22*
2

2

==+⋅−⋅=

=−==

=−==+⋅=

=

=⋅+⋅=

xy

y

x

rxy

yyDy

xxDx

y

x
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Вычисление точечных оценок можно существенно упростить, если
использовать масштабное преобразование.

**

**

*2*

EE

AA

DD

,x

,
b

a-x
u

ux

ux

ux b

abu

тоЕсли

=

=

⋅=
+⋅=

=

** rr

,
d

c-y
v,

b

a-x
u

uvxy

тоЕсли

=

==

Подбирая удобные a, b, можно
перейти от чисел x к более простым
числам u

 
ПримерПример 1.1.
Для выборки из примера 1 
(негруппированной)

6

20,5

5

20,3

4

20,4

ni

Xi

5

20,1

Выберем u=(x-20,3)/0,1. Тогда

6

2

5

0

4

1

ni

Ui

5

-2

...EE...E

...AA...A

...DD...D

...,x...

***

***

*2**

==⇒=

==⇒=

=⋅=⇒=
=+⋅=⇒=

uxu

uxu

uxu b

abuu

 

1 случай. Случайная величина непрерывного типа. 
Плотность распределения f(x,θ) зависит от параметра θ. Требуется
по выборке x1,x2,… найти приближённое значение θ.

1) Составим функцию правдоподобия L(θ)= f(x1,θ)·f(x2,θ)·f(x3,θ)·…
2) Вычислим ln(L(θ))= ln(f(x1,θ))+ln(f(x2,θ))+ln(f(x3,θ))+…
3) Найдём, в какой точке функция L(θ) (или ln(L(θ))) имеет максимум. 

Эта точка и будет приближённым значением для θ. Обычно для
поиска максимума этого приравнивают нулю производную по θ.

ПримерПример..

F(x,A)=xA внутри отрезка [0;1] и равна нулю вне его. Требуется

найти приближённо A по выборке 0,4; 0,5; 0,3; 0,4; 0,8 методом

максимального правдоподобия.
Решение. f(x,A)= AxA-1 внутри отрезка [0;1]. 

L(A) =…

lnL(A) =…

(lnL(A))/ =…=0 →A=…

 
2 случай. Случайная величина дискретного типа. 
Вероятность распределения P(X=k) зависит от параметра θ. 
Требуется по выборке x1,x2,… найти приближённое значение θ.

ПримерПример..

X распределена по закону Пуассона. Требуется найти приближённо λ

по выборке 1; 3; 3; 5; 2 методом максимального правдоподобия.
Решение. 

( )
( ) ......)L(ln0

...)L(ln

...)L(
!

)(

=⇒=′=

=
=

== −

λλ

λ
λ

λ λe
k

kXP
k

1) Составим функцию правдоподобия L(θ) = P(X=x1)·P(X=x2)·P(X=x3)·…
2) Вычислим ln(L(θ))= ln(P(X=x1))+ln(P(X=x2))+ln(P(X=x3))+…
3) Найдём, в какой точке функция L(θ) (или ln(L(θ))) имеет максимум. 

Эта точка и будет приближённым значением для θ. Обычно для
поиска максимума этого приравнивают нулю производную по θ.

2
2

 



9  9   15      16 
 

Пусть X – случайная величина непрерывного типа. 
Квантиль Za- это такое число, что

pZFZXP pp ==< )()(

ПримерПример..
X распределена равномерно на отрезке [1;9]. Чему равен квантиль

Z0,8?

1 9

P(X<Z0,8)=0,8

 

ПримерПример..

Квантиль стандартного нормального закона N(0;1) обозначается up.

Другими словами, Φ(up)=p.

Свойство:

αα uu −=−1

3.2913.0902.5762.3251.9601.6451.282up

0.99950.9990.9950.990.9750.950.9p

ВопросВопрос..

Чему равно u0,01?.

 

Распределение χχχχ2 с k степенями свободы - это закон распределения
случайной величины χ2(k), равной сумме квадратов k независимых СВ U, 
распределенных по стандартному нормальному закону N( 0,1 ):

χ2 (k) = U1
2 + U2

2 + U3
2 + ... + Uk

2.
Квантиль распределения порядка p обозначается χχχχp

2 (k). 

Теорема 1. Пусть x1, x2, ..., xn − выборка из генеральной совокупности, 
распределенной по нормальному закону N(m,σ). Пусть -
соответственно выборочное среднее и несмещенная оценка для

дисперсии. Тогда
1. Статистики - независимые случайные величины;

2. Случайная величина распределена по закону χ2( n−1);

3. Случайная величина распределена по закону N(0,1).

2Sиx

2Sиx

n

mx

σ
−

2

21)S-(n

σ

 

140.2135.6124.3118.582.477.970.167.3100

110.3106.496.291.159.856.149.547.275

79.576.267.563.237.734.829.728.050

66.863.755.851.829.126.522.220.740

52.349.642.639.119.817.714.313.129

38.636.230.127.211.710.17.636.8419

23.621.716.914.74.173.332.091.739

18.513.39.497.781.060.7110.2970.24

7.886.633.842.710.01580.0040.000201

0.9950.990.950.90.10.050.010.005k \ p

Квантили χχχχp
2 (k). 
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Распределение Стъюдента с k степенями свободы - это закон
распределения СВ T(k), равной:

kk

U
kT

)(
)(

2χ
=

где U распределена по закону N(0,1), χ2(k) − по закону χ2(k), 
U и χ2(k) независимы.

Теорема 2. Пусть - те же, что и в предыдущей теореме. Тогда

cлучайная величина распределена по закону T(n-1).

2Sиx

ns

mx −

 
Квантиль распределения порядка p обозначается tp(k).

)()(1 ktkt αα −=−

3.092.5762.3261.961.6451.282∞∞∞∞

3.1602.6172.3581.9801.6581.289120

3.2322.6602.3902.0001.6711.29660

3.3072.7042.4232.0211.6841.30340

3.3982.7582.4622.0451.6991.31129

3.5792.8612.5392.0931.7291.32819

4.2973.2502.2812.2621.8331.3839

7.1734.6043.7472.7762,1321.5334

31863.65731.82112.7066.3143.0781

0.9990.9950.9900.9750.9500.900k  \ p

kбольшихприukt p α≈)(
 

Распределение Фишера с k1 и к2 степенями свободы – это закон
распределения случайной величины F( k1, k2 ), равной:

где χ2(k1) − СВ, распределенная по закону χ2(k1), χ2(k2) − СВ, 
распределенная по закону χ2(k2) и эти две СВ независимы

F k k
k k

k k
( , )

( )

( )1 2

2
1 1

2
2 2

=
χ
χ

Теорема 2. Пусть есть две выборки объемов n1 и n2 из генеральных
совокупностей, распределенных по законам N(mi,σi) (i=1,2). Тогда: .

)1,1(
/

/
212

2
2
2

2
1

2
1 −−= nnF

s

s

σ
σ

 
Квантиль распределения порядка p обозначается Fp(k1,k2).

),(

1
),(

12
211 kkF

kkF
α

α =−

1,321,541,681,822,113,143,795,159,4762,860

1,411,611,741,872,163,173,825,179,4662,230

1,481,671,791,922,23,213,845,189,4461,720

1,651,821,942,062,323,33,925,239,3960,210

1,992,142,252,362,613,524,115,349,2455,84

2,132,282,382,492,733,624,195,399,1653,63

2,352,492,592,72,923,784,325,46949,52

2,752,882,973,073,294,064,545,548,53401

1203020151054321n1    \ n2

Квантили распределения F0,95(k1,k2)

 



11  11   19      20 
 

При статистической обработке результатов наблюдений обычно
требуется не только найти оценку для неизвестного параметра закона
распределения изучаемой случайной величины, но и описать точность
этой оценки (насколько ей можно “доверять”).

Определение. Доверительным интервалом (ДИ) для неизвестного
параметра Θ называется интервал (Θ1,Θ2), содержащий (накрывающий) 
точное значение Θ с заданной вероятностью γ = 1-α:

P(Θ< Θ< Θ) = γ = 1 – α.

Число γ называется доверительной вероятностью, а число α - уровнем

значимости. 

Обычно выбирают α = 0.1, 0.05 или 0.01.

 

1. Доверительный интервал для m=MX при известной дисперсии σ2 . 
Пусть x=( x1, x2,..., xn) - выборка. Тогда

Поэтому

x
n

u m x
n

u− ⋅ < < + ⋅− −

σ σ
α α1 2 1 2

)1;0(~ N
n

mX
U

σ
−=

ααα
σ αααα −=−−=Φ−Φ=<−< −− 1

22
1)()()( 2/2/12/12/ uuu

n

mX
uP

Получим отсюда неравенство для m=MX: …<m<…

 

2. Доверительный интервал для m=MX при неизвестной дисперсии σ2 . 
Пусть x=( x1, x2,..., xn) - выборка. Тогда

Поэтому

)1()1( 2121 −⋅+<<−⋅− −− nt
n

s
xmnt

n

s
x αα

)1(~ −−= nT
ns

mX
U

ααα −==−<−<− − 1...))1()1(( 2/12/ nt
ns

mX
ntP

Получим отсюда неравенство для m=MX: …<m<…

 

3. Доверительный интервал для σ2. 
Пусть x=( x1, x2,..., xn) - выборка. Тогда

Поэтому

)1(~
)1( 2

2

2

−−= n
sn

U χ
σ

αχ
σ

χ αα −==−<−<− − 1...))1(
)1(

)1(( 2
2/12

2
2

2/ n
sn

nP

Получим отсюда неравенство для σ2 : …< σ2 <…

)1(

)1(

)1(

)1(
2

2

2
2

2
21

2

−
−<<

−
−

− n

sn

n

sn

αα χ
σ

χ
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ЗадачаЗадача..

Станок-автомат заполняет пакеты чипсами по 250 г. Считается, что

станок требует подналадки, если стандартное отклонение от

номинального веса превышает 5 г. Контрольное взвешивание 10 
пакетов дало следующие результаты: 
245,248,250,250,252,256,243,251,244,253.

1. Построить 90% доверительный интервал для стандартного

отклонения от номинального веса.
2. Требует ли станок подналадки?

РешениеРешение..
Нас интересует вес пакета. Можно ли считать, что он

распределён по нормальному закону?

Что называется стандартным отклонением? Какой из трёх

доверительных интервалов используется в этой задаче?

)1(

)1(

)1(

)1(
2

2

2
2

2
21

2

−
−<<

−
−

− n

sn

n

sn

αα χ
σ

χ

 

Чему равно n? 
Чему равно α ?

Нужно вычислить S2

51,17
9

10
;76,151;2,2498,0250

76,15)8,0(4,16;4,16;8,0;
1

250

*2*2*

2*2

===⋅==−=

=−−==−=−=

xux

u

DSDDx

Duu
x

u

..)9()1(...;)9()1( 2
05,0

2
2

2
95,0

2
21 ==−==−− χχχχ αα nn

879,6054,3

33,47325,9

33,3

51,179

9,16

51,179

2

2

<<
<<

⋅<<⋅

σ
σ

σ

Так нужна ли подналадка?

 

Рассмотрим схему Бернулли. Пусть случайная величина X равна
количеству успехов в N испытаниях, p - вероятность успеха в одном
испытании, q=1–p  - вероятность неудачи. Пусть x=( x1, x2,..., xn) –
выборка. Тогда общее число испытаний равно N·n,

– частота успехов.

По интегральной теореме Муавра-Лапласа при большом числе

испытаний n приближённо

Отсюда получается приближённый доверительный интервал для p:

N

x

Nn

xi == ∑ν

)/,(~ NnpqpNν

2121

)1()1(
αα

νν
ν

νν
ν −− ⋅

−
+<<⋅

−
− u

nN
pu

nN

 
ЗадачаЗадача..

С автоматической линии, производящей подшипники, было отобрано

400 штук, причём 10 оказались бракованными. 
Найти 95%-й доверительный интервал для доли брака в производимой

линией продукции

РешениеРешение..
Нас интересует количество бракованных подшипников. Можно

ли считать, что оно распределено по биномиальному закону?

Чему равно N? 
Чему равно n? 
Чему равно α ?
Чему равна частота

успехов ν?

2121

)1()1(
αα

νν
ν

νν
ν −− ⋅

−
+<<⋅

−
− u

nN
pu

nN
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Пусть x=( x1, x2,..., xn) - выборка из произвольно
распределённой генеральной совокупности и n велико. 
Пусть DX=σ2 . По центральной предельной теореме

приближённо

( )
( ) )1,0(~ N

n

mX

σ
−

Поэтому приближенный ДИ для MX получается таким же, 
как и в случае нормального распределения генеральной

совокупности (см. выше).

2121 αα −− ⋅+<<⋅− u
n

DX
xmu

n

DX
x

 

Пусть x=( x1, x2,..., xn) - выборка из генеральной совокупности, 
распределённой по закону Пуассона и n велико. Тогда MX=DX=λ. 
Применяя формулу из предыдущего пункта, получаем:

2121 αα λ −− ⋅+<<⋅− u
n

x
xu

n

x
x

 

Статистической гипотезой (СГ) называется предположение о

параметрах или законе распределения случайной величины. 
Проверяемая гипотеза называется нулевой и обозначается H0. Наряду с
ней рассматривается одна из конкурирующих гипотез H1, H2  и т.п.
ПримерПример. Пусть H0 имеет вид: “неизвестный параметр Θ равен

числу Θ0 ”, т.е. 
H0: ΘΘΘΘ = ΘΘΘΘ0 . 

В этом случае возможные конкурирующие гипотезы:
H1 : ΘΘΘΘ ≠≠≠≠ ΘΘΘΘ0; 
H1 : ΘΘΘΘ < ΘΘΘΘ0; 
H1 : ΘΘΘΘ > ΘΘΘΘ0 .

Правило, по которому принимается решение о принятии гипотезы, 
называется критерием. Решение принимается на основании

наблюдения подходящей случайной величины Z, называемой
статистикой критерия.

 

Порядок проверки статистической гипотезы:
1. По критерию строится область принятия гипотезы V;
2. По выборке находится выборочное значение Zв случайной величины

Z;
3. Если это значение попало в область V , то гипотеза H0 принимается, 
иначе отвергается (принимается конкурирующая).

Принятие решения в условиях неопределенности естественно может
привести к ошибке. 

Ошибка первого рода: гипотеза истинна, а мы ее отвергли. 
Вероятность этого обозначается α и называется уровень значимости:

P(Z ∉∉∉∉ V | H0) = αααα.

Ошибка второго рода: гипотеза ложна, а мы ее приняли. 
Вероятность этого обозначается ββββ; число 1–ββββ называется мощность

критерия:
P(Z∈∈∈∈V | H1)=ββββ.
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}:{: 21201 αα −<<=⇒Θ≠Θ kzkzVH

}:{: 01 αkzzVH >=⇒Θ<Θ

}:{: 101 α−<=⇒Θ>Θ kzzVH

Для проверки такой гипотезы следует:
1.Сформулировать исходную гипотезу в виде H0: Θ = Θ0 .
2.Выбрать конкурирующую гипотезу из списка, 
приведенного в примере.
3.Выбрать статистику Z критерия.
4.В зависимости от вида конкурирующей гипотезы
построить область V по одной из формул
(здесь буквой k обозначены соответствующие квантили).

 

5. По выборке вычислить Zв.
6. Если это значение попало в область V , то гипотеза H0
принимается, иначе отвергается (принимается
конкурирующая).

Таким образом, чтобы описать критерий проверки

параметрической гипотезы, достаточно указать формулу
для подсчета Zв и какие квантили следует использовать.

Замечание. Для любой из написанных выше формул для
V легко проверить справедливость соотношения

P(Z∉∉∉∉V|H0)=αααα.

 

( )
( ) .;0

pp
‰ uk

n

mx
z =

−
=

σ

Пусть x=( x 1, x2,..., xn) - выборка. 
1. H0 : m = m0 и дисперсия σσσσ2 известна. 
В этом случае

( )
( ) ).1(;0 −=

−
= ntk

ns

mX
z pp
в

2. H0 : m = m0 и

дисперсия σσσσ2 неизвестна. 
В этом случае

( )
)1(;

1 2
2
0

2

−=−= nk
sn

z pp
в χ

σ

3. H0: σσσσ = σσσσ0 и

математическое

ожидание неизвестно. 
В этом случае

 

( )
.;

2

2
2

1

2
1

21
pp

в uk

nn

xx
z =

+

−=
σσ

Пусть теперь две случайные величины, X1 и X2 и

соответственно две выборки из соответствующих

генеральных совокупностей, распределённых по законам
N(m1, σσσσ1) и N(m2, σσσσ2).
4. H0 : m1=m2 и дисперсии известны. В этом случае

).1,1(; 21
2
2

2
1 −−== nnFkssz pp

в

5. H0 : σσσσ1=σσσσ2 и математические ожидания неизвестны.
Тогда
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Рассмотрим схему Бернулли. Другими словами, 
X - количество успехов в N испытаниях, p – вероятность
успеха в одном испытании, q=1-p – вероятность неудачи.
Пусть величина X измеряется n раз (так что всего
испытаний N·n). Тогда частота успехов равна

N
x

nN
xi == ∑ν

1. H0 : p=p 0.
В этом случае

.;
)1( 00

0
pp

в uk

Nn

pp

p
Z =

−
−

=
ν

 

Пусть теперь две серии испытаний и соответственно
две частоты успехов νννν1 и νννν2. Обозначим через νννν
общую частоту успехов:

( )
.;

11
1

2211

21
pp

в uk

nNnN

z =









+−

−=

νν

νν

2211

222111

испытаний всего

успехов всего

nNnN

nNnN

+
+

==
ννν

2. H0 : p 1=p2 . В этом случае

 

ЗадачаЗадача..
Имеются следующие результаты испытания новой прививки:

РешениеРешение..
X1, X2 – количества заболевших. Биномиальный закон.
p1 – вероятность заболеть, сделав прививку, 
p2 – вероятность заболеть, не сделав прививку.

188121473

НетЗаболели

Не делали прививку

НетЗаболели

Делали прививку

H0: p1 = p2 (т.е. прививка неэффективна),
H1: p1 < p2 (т.е. прививка эффективна)

06,0
200

12
,02,0

150

3
21 ==== νν

Доказывают ли эти данные эффективность прививки? α=0,01

043,0
200150

123 ≈
+
+=ν

 

H1: p1 < p2 => V={Z > kα}=
={Z > u0,01}={Z > –2,325}

83,1

200

1

150

1
)043,01(043,0

06,002,0 −≈








 +−⋅

−=вZ

( )
.;

11
1

2211

0
pp

в uk

nNnN

p
z =









+−

−
=

νν

ν

– 2,325

–1,83

ОтветОтвет. . HH00 принимаетсяпринимается, , тт..ее. . недостаточнонедостаточно основанийоснований
считатьсчитать, , чточто прививкапрививка эффективнаэффективна..
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H0 : rXY=0  

( )2

*

)2(2

)2(
;

−+−

−
==

ntn

nt
krz

p

p
pXY

в

ПримерПример. . Предполагается наличие приближённо

линейной зависимости между доходами госбюджета и

расходами на социальное обеспечение некоторой

стране за 10 лет.  По статистическим данным

рассчитан r*XY = 0,42. Проверить гипотезу на уровне

α=0,01
5

5

 

Пусть имеется выборка x=( x 1, x2,..., xn). Проверяется гипотеза о том, что
случайная величина X распределена по какому-то конкретному закону.

Опишем порядок проверки такой гипотезы:
1. По выборке оценить значения неизвестных параметров

гипотетического закона распределения (если такие есть). Так, 
например

xppGзаконскийГеометриче

NxppNBзаконыйБиномиальн

xPПуассонаЗакон

xEзаконныйПоказатель

sxmmNзаконНормальный

/1:)(

;/:),(

;:)(

;/1:)(

;,:),(

≈
≈

≈
≈

≈≈

λλ
λλ

σσ

2. Всю область значений случайной величины X разбить на
несколько подмножеств (интервалов) ∆∆∆∆1, ∆∆∆∆2 ,...,  ∆∆∆∆r .

3. Заполнить группированную таблицу частот; вторая строка
таблицы содержит наблюдаемые частоты попадания элементов
выборки в соответствующие интервалы.

 

ЕслиЕсли некоторыенекоторые ожидаемыеожидаемые частотычастоты оказалисьоказались меньшеменьше, , чемчем 3, 3, тото
следуетследует объединитьобъединить соседниесоседние интервалыинтервалы ((ии столбцыстолбцы таблицытаблицы))

…

…

…

n2

∆2

Ожидаемые частоты

nrn1
Наблюдаемые частоты

∆r∆1Интервал

).(,~
iiii xPppnn ∆∈=⋅=

1
~n rn~2

~n

4. По формулам из предполагаемого закона распределения
найти вероятности pi=P(X∈∆1) (i=1,...,r)  попадания в
интервалы. Добавить в таблицу частот еще одну строку
“ожидаемые частоты” и заполнить ее по формулам

Суммы чисел в последних двух строчках таблицы должны быть
равны объему выборки!

 

5. Вычислить ( )
∑

=

−=
r

i i

iiв

n

nn
z

1

2

~

~

Если это число окажется меньше, чем
χ2

1–α(r–L–1), то гипотеза о законе распределения
принимается, иначе отвергается. 
Здесь через r обозначено количество интервалов , 
а через L – количество неизвестных параметров закона
распределения, найденных на первом шаге.
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ЗадачаЗадача..

Имеются следующие данные о количестве отказов аппаратуры за

10000 часов работы. Проверить гипотезу о том, что число отказов

подчиняется закону Пуассона. Взять α=0,01

РешениеРешение..
Закон Пуассона имеет вид

1

4

1

5

21

3

72

2

235

1

427Частота ni

0Количество
отказов X

K,2,1,0,
!

)( === − ke
k

kXP
k

λλ

1. Параметр λ неизвестен, 
поэтому надо найти его

приближённое значение

6,0757/451 ≈=≈ xλ

2,3. Область значений X в законе Пуассона представляет собой

0,1,2,…., поэтому в таблицу надо добавить столбец “≥6”

 

0112172235427Наблюдаемая

частота ni

54 ≥6321

Ожидаемая

частота .

0X

4. Теперь надо рассчитать ожидаемые частоты

in~

416549,0757~~;549,0
!0

6,0
)0(~

00
6,06,0

0

0 ≈⋅=⋅=≈==== −− pnneeXPp

...75099,0757~~;099,0
!2

6,0
)2(~

;249329,0757~~;329,0
!1

6,0
)1(~

22
6,0

2

2

11
6,0

1

1

≈⋅=⋅=≈===

≈⋅=⋅=≈===

−

−

pnneXPp

pnneXPp

0112172235427Наблюдаемая

частота ni

0

5

2

4

0

≥6

15

3

75

2

249

1

416Ожидаемая

частота .

0X

in~

 

Некоторые ожидаемые частоты оказались

меньше 3, поэтому объединяем интервалы!

2372235427ni

17

≥3

75

2

249

1

416

0X

in~

5. Рассчитаем Zв

( ) ( )
316,3...

416

416427
~

~ 2

1

2

=+−=
−

= ∑
=

r

i i

iiв

n

nn
z

χ2
1-α(r–L–1)=χ2

0,99(4–1–1)=9,21

ОтветОтвет:: Zв<9,21=>гипотеза о распределении по закону Пуассона
принимается на уровне значимости α=0,01.

 
ЗадачаЗадача..

Для следующей выборки проверить гипотеза о нормальном

законе распределения. Взять α=0,01.

РешениеРешение..
Нормальный закон имеет вид

6

10 – 12

10

8 – 10

14

6 – 8

8

4 – 6

2ni

2 – 4∆i








 −Φ−






 −Φ=<<
σσ

mamb
bXaP )(

1. Параметры m,σ неизвестны, 
поэтому надо найти их

приближённые значения
2,2

;5,7
2 ≈=≈

=≈

SS

xm

σ

2,3. Область значений X в нормальном законе представляет

собой всю числовую ось, поэтому в таблицу надо добавить

столбцы “≤ 2” и “≥12”
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061014820ni

10 – 12≤≤≤≤ 2 ≥ 128 – 106 – 84 – 62 – 4∆i

in~

4. Теперь надо рассчитать ожидаемые частоты

( ) ( )

( )
248,00062,040~

;0062,09938,015,21

05,2
2,2

5,72
)2(

11

1

≈⋅=⋅=
=−=Φ−=

=−−Φ=∞−Φ−






 −Φ=<<−∞=

pnn

XPp

( ) ( )

( ) ( )( )
...988,10497,040;0497,0

5,2159,11

5,259,1
2,2

5,72

2,2

5,74
)42(

22

2

≈⋅=⋅==
=Φ−−Φ−=

=−Φ−−Φ=






 −Φ−






 −Φ=<<=

pnn

XPp

 

061014820ni

4

10 – 12

0,248

≤≤≤≤ 2

0,8

≥ 12

13,2

8 – 10

12,07

6 – 8

7,696

4 – 6

1,988

2 – 4∆i

in~

Некоторые ожидаемые частоты оказались

меньше 3, поэтому объединяем интервалы!

6101410ni

9,932

≤≤≤≤ 6

4,8

≥ 10

13,2

8 – 10

12,07

6 – 8∆i

in~

 

5. Рассчитаем Zв

( ) ( )
53,1...

932,9

932,910
~

~ 2

1

2

=+−=
−

= ∑
=

r

i i

iiв

n

nn
z

χ2
1-α(r–L–1)=χ2

0,99(4–2–1)=6,63

ОтветОтвет:: Zв<6,63=>гипотеза о нормальном законе распределения
принимается на уровне значимости α=0,01.

 

∑∑ == ••
j

iji
i

ijj nnnn ,

n

nn
yYxXPnn ji

jiij
•• ⋅

≈==⋅= ];[~

Пусть имеется двумерная выборка. Проверяется гипотеза о независимости
двух случайных величин, X и Y. 
Обозначим через n i j количество элементов выборки, для которых X=xi и

Y=yj . Введем также обозначения

Проверяется гипотеза о независимости СВ X и
Y. Если гипотеза верна, то по определению
P[ X=xi; Y=yj ] = P[ X=xi ]·P[ Y=yj ].
Учитывая приближенные равенства

P[ X=xi; Y=yj ]≈n i j / n; P[ X=xi ]≈ni● / n; 
P[ Y=yj ]≈ n●j / n ,
найдем ожидаемые частоты по формуле
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( )













−

⋅
=

−
= ∑∑

••

1~

~

,

2

,

2

ji ji

ij

ji ij

ijijв

nn

n
n

n

nn
z

Если это число окажется меньше, чем χ2
1-α((nX-1)(nY-1)), 

то гипотеза о независимости X и Y принимается, иначе
отвергается.
Здесь nX и nY - соответственно количество строк и столбцов
в двумерной таблице частот.

 
ЗадачаЗадача..
Имеются

следующие

данные:

ОтветОтвет. . Есть зависимость.

4510Давно работает

2060Недавно работает

570Не работает

УхудшилосьНе ухудшилось

Динамика состояния зренияРабота за
компьютером

( ) ( )( ) ( ) 21,91211 2
99,0

2
1 =⋅=−⋅−− χχ α yx nn

=







−+

⋅
⋅= 1...

14075

70
210

2
вZ

Есть ли зависимость? Взять α=0,01

РешениеРешение..

68,841...
14080

60

7075

5

14075

70
210

222

=







−

⋅
+

⋅
+

⋅
⋅=

6
6

 

)()()()( 2211 xxxxf mmϕβϕβϕβ +++= K

.

Во многих случаях возникает задача: найти

кривую заданного вида, наиболее точно

приближающую экспериментальные данные.
Математически это формулируется так: 
требуется подобрать такие значения

параметров β, чтобы график функции

проходил как можно ближе к заданным точкам (xi,yi),
i=1,2..n. Здесь βi – неизвестные коэффициенты, 
ϕi – известные функции.

 

Чтобы такая задача могла считаться корректно сформулированной, 
нужно как-то конкретизировать понятие близости точек к кривой. 
Это можно сделать многими способами, наиболее распространён
следующий:

X

Y

ПримерПример (на рис). 
Требуется подобрать
прямую y= β1+ β2x, 
наиболее близкую к
заданным точкам.

Для заданных точек (xi,yi), i=1,2..n, 
найти такие значения параметров βi,
чтобы минимизировать остаточную сумму квадратов:

( ) ( )*min))(( 2

1

→−= ∑
=

i

n

i
i xfyQ β

 



20  20   37      38 
 

Оказывается, что в этом случае получаются удобные формулы для
подсчёта коэффициентов β.
Дифференцируя Q(β), и приравнивая производную нулю, легко
получить следующую систему линейных уравнений для нахождения
коэффициентов βi:













=++

=++
=++

mmmmmm

mm

mm

BAAA

BAAA

BAAA

βββ

βββ
βββ

...

............

...

...

2211

22222121

11212111

∑∑
==

==
n

i
iki

n

i
kilikkl xyBxxA

11

)(),()( ϕϕϕ

где

 

.,

,96,96

,26,81

33323223

2
2222

2
313113

2121121111

KK ====

=======

=======

∑
∑ ∑∑ ∑
∑ ∑∑ ∑

AAA

xAxAA

xAAA

ϕϕ

ϕϕϕϕ

ϕϕϕϕ

7

5

7

9543421Y

5342232X
8654321№ п/п

ПримерПример. Имеются следующие экспериментальные данные

Для этих данных требуется подобрать наилучшую параболу

y = ββββ1 + ββββ2 x + ββββ3 x2 методом наименьших квадратов

Здесь ϕ1(x)=1, ϕ2(x)=x, ϕ3(x)=x2. Вычисляем
коэффициенты системы уравнений:

KK∑ ∑∑ ∑ ======= 32211 ,)()(,35 ByxyByyB ϕϕ

 

Получаем систему уравнений

8 β1 +   26 β2 +     96 β3  = 35,
26 β1 +   96 β2 +   392 β3 = 133,
96 β1 + 392 β2 + 1716 β3 = 559,

откуда β1 = 6,15, β2 = –3,06, β3=0,68. 

Таким образом, наилучшее МНК-приближение в
виде параболы для исходных данных имеет вид
y = 6,15–3,06x+0,68 x2. 

7,877,873,14,82,762,763,12,76y i,р а с чр а с чр а с чр а с ч

7

5

9543421y i

5342232x i

Интересно сравнить экспериментальные и
расчётные значения для этой формулы:

 

В частном случае, когда по МНК ищется прямая линия
y=β1+β2x, получаются легко запоминающиеся формулы:

∑ ∑∑ ∑
∑ ∑∑ ∑∑ ∑

====

========

)()(,

,,1

2211

2
22222121121111

yxyByyB

xAxAAnA

ϕϕ

ϕϕϕϕϕϕ

( )
( ) ( ) 




=+
=+

⇒




=+
=+

∑∑∑
∑∑

xyxx

yx

xyxx

yxn

2
2

1

21

2
2

1

21

ββ
ββ

ββ
ββ

( ) xy
xx

yxxy

xx

x

xyx

y

xy 2122

2

221 ,
1

1

βββββ −=
−

⋅−==⇒+=

Линейная
регрессия

“y на x”
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Наряду с регрессиейрегрессией y y нана xx рассматривают также
регрессиюрегрессию x x нана yy:

( ) yx
yy

yxxy

yy

y

xyx

y

yx 2122

2

221

~~
,

1

1

~~~ βββββ −=
−

⋅−==⇒+=

Линейная
регрессия

“x на y”

Эти две прямые всегда
пересекаются в точке . 
Совпадают они только если все
точки (xi,yi) лежат на одной
прямой.

( )yx,

 
КачествоКачество линейноголинейного приближенияприближения оценивают, вычислив

Если F>F1–α(1,n–2), то линейная
регрессия даёт хорошее
приближение (“является
значимой”)

( )
( )

( )
ESS

RSSn
F

yyRSS

yyESS

расчi

расчii

⋅−=

−=

−=

∑

∑

2

2

,

2
,

 

85,129,1509,157,18
~

,09,1
29,1587,240

29,1557,1887,240~

17,157,1889,029,15,89,0
57,1881,353

29,1557,1887,240

87,240,81,353

,87,240,29,15,57,18

122

122

22

=⋅−≈=
−

⋅−≈

−=⋅−≈=
−

⋅−≈

≈≈

≈≈≈

ββ

ββ

yx

xyyx

2017,316,515,51312,712П о т р е б л е н и еП о т р е б л е н и еП о т р е б л е н и еП о т р е б л е н и е

2321,720,318,516,315,714,5Д о х о дД о х о дД о х о дД о х о д

7654321Г о д ыГ о д ыГ о д ыГ о д ы

ЗадачаЗадача. Имеются следующие экспериментальные данные за 7 
лет о среднем доходе (x) и среднем потреблении (y):

Для этих данных требуется выписать уравнения линейной регрессии

РР

ее

шш

ее

нн

ии

ее

 

Таким образом, уравнения линейной регрессии имеют вид
y = –1,17+0,89 x и x = 1,85+1,09 y
На потребление тратится примерно 89% дохода.

Диаграмма

рассеивания

Проверим теперь значимость полученного уравнения
линейной регрессии y на x.
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2017,316,515,51312,712yi

19,2118,0616,8215,2213,2712,7411,68yi,р а с чр а с чр а с чр а с ч

2321,720,318,516,315,714,5x i

( ) ( )
( ) ( )
3,157

56,1

96,485

96,48...29,1574,1229,1568,11;29,15

56,174,127,1268,1112
22

22

=⋅=

=+−+−==

=+−+−=

F

RSSy

ESS K

Возьмём α=0,1.
F > F1–α(1,n–2) = F0,9(1,5)=4,06  =>
построенная линейная регрессия даёт хорошее
приближение зависимости y от x, является значимой
на уровне значимости α=0,1.

 

7
7

ЗадачаЗадача. Построить уравнение линейной регрессии
y на x и проверить его значимость на уровне α=0,05

x

y

ОтветОтвет. 1) y = 2,25 – x

2) RSS=2, ESS=0,75, 
F=5,333 < F0,9(1,2)=8,53  => уравнение не значимо.

Решайте!
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