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1. Задача линейного 
программирования

1.1.00. . МатематическоеМатематическое программированиепрограммирование

Целевая
функция

ПримерПример..
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Математическое программирование —
дисциплина, изучающая теорию и методы
решения задач о нахождении экстремума
функции на заданном множестве.

Ограничения, определяющие
допустимое множество U

В зависимости от природы допустимого
множества U изучают различные виды задач. 
Например:
• задачи дискретного программирования — если
множество U конечно или счётно; 
• задачи целочисленного программирования —
если значения переменных являются целыми
числами; 
• задачи линейного программирования, если все
ограничения и целевая функция являются
линейными;
• задачи нелинейного программирования, если
ограничения или целевая функция содержат
нелинейные выражения. 

Методы решения задач разных классов
совершенносовершенно различныразличны и существенно используют
специфику задачи. 
Например, задача дискретного
программирования при небольшом размере
множества U может быть решена простым
перебором.

ПримерПример. . ЗадачаЗадача оо
назначенияхназначениях.. Найти
пять клеток в матрице
так, чтобы все они
были в разных строках
и столбцах и сумма
чисел была
максимальна
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ОтветОтвет. f(x)=15. 
Какие это клетки?
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ПримерПример. . ЗадачаЗадача оо кратчайшемкратчайшем путипути.. Найти кратчайший путь
из вершины 1 в вершину 8. Двигаться можно только по
стрелкам.
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1.1.11. . ЗадачаЗадача линейноголинейного программированияпрограммирования
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Ограничения, определяющие
допустимое множество U, могут

иметь вид равенств или нестрогих
неравенств

1.1.22. . ПримерыПримеры задачзадач линейноголинейного

программированияпрограммирования

1.1.22..1.1. ЗадачаЗадача оо рационерационе

Рацион кормления коров на молочной ферме может
состоять из трёх продуктов: сена, силоса и концентрата. 
Эти продукты содержат питательные вещества: белок, 
кальций и витамины. Численные данные приведены в
таблице. 
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Витамины

2102000Суточные нормы

потребления

1203180Концентраты

40670Силос

301050Сено

Цена ед.КальцийБелок

ФормализацияФормализация задачизадачи

1. Переменые задачи:
x1 - количество сена;
x2 - количество силоса
x3 – количество концентратов.

2. Целевая функция: стоимость рациона f(x)=…

3. Ограничения:
3.1. По белку: 50 x1 + 70 x2+… ≥ 2000
3.2. По кальцию: …
3.3. По витаминам: …
3.4. Прочие ограничения: …
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1.1.22..2.2. ТранспортнаяТранспортная задачазадача

4010Потребность в
товаре

3065A2

2541A1

Наличие товараB2B1

Стоимости перевозки
единицы продукта

Склады

Магазины

ФормализацияФормализация задачизадачи

1. Переменые задачи: xij – объём перевозки из Ai в Bj;

2. Целевая функция: стоимость перевозки f(x)=…

3. Ограничения:
3.1. По наличию груза: …
3.2. По потребностям: …
3.3. Прочие ограничения: …
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1.1.22..3.3. ЗадачаЗадача оо раскроераскрое

Из брёвен изготавливаются комплекты брусьев
следующего состава: 
(2 бруса по 0,6 м + 1 бруса по 1,5 м + 3 бруса по 2,5 м)
Имеется 100 брёвен длины 3 м. Найти план распила, 
позволяющий получить максимальное количество
комплектов.

ФормализацияФормализация задачизадачи..

1. Переменые задачи. Сначала нужно обдумать, 
какими разумными способами можно распилить бревно.

1) 6 брусьев по 0,6 м.
2) Как ещё?

1) 6 брусьев по 0,6 м.
2) 2 по 0,6 м + 1 по 1,5 м
3) 2 по 1,5 м
4) 1 по 2,5 м

xj – количество брёвен, распиленных по j-му способу.

2. Целевая функция: количество комплектов f(x)=x5

3. Ограничения:
3.1. По брусьям длины 0,6 м и т.п.: …
3.2. По количеству брёвен: …
3.3. Прочие ограничения: …

x1,x2,x3,x4 – этого не хватает. 
Нужно ещё x5 – количество комплектов.
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1.1.3.3. ФормыФормы записизаписи ЗЛПЗЛП

1.1.3.1.3.1. КаноническаяКаноническая формаформа записизаписи
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Или коротко в

матричной

форме:

1.1.3.3.22.. СведениеСведение кк каноническойканонической формеформе записизаписи














−≥
≤+
≥−
=+−
→−

любоеxx

xx

xx

xxx

xx

32,1

21

31

321

31

0

23

3

52

max32ПримерПример..

1. Переделаем max в min.
2. Чтобы превратить

неравенства в равенства, 
введём две новые
неотрицательные
переменные, x4 и x5 и
перепишем неравенства
так: 
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3. Переменная x3 принимает любые значения. От неё надо
избавиться. Выразим её из какого-нибудь уравнения, (а
само это уравнение вычеркнем) и подставим во все
остальные и в целевую функцию
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( )
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Раскрыв
скобки, 
получаем
каноническуюканоническую
формуформу записизаписи
исходной
задачи
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ЗадачаЗадача. . Записать в канонической форме

1. Переделать неравенства в равенства.
2. Избавиться от x1.
3. Избавиться от x3.
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1.1.3.3.33.. СтандартнаяСтандартная формаформа записизаписи
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форме:
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Сравните с

канонической

формой:

1.1.3.3.44.. СведениеСведение кк стандартнойстандартной формеформе записизаписи

Фактически из нам нужно из равенстваравенства ==
получить неравенствонеравенство ≤≤. Это делается
так:

735 431 =+− xxx

ПримерПример. . 
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1.1.44. . ГрафическийГрафический методметод решениярешения

ПримерПример 11.. ( ) ( )
( )
( )
( )
( )













≥
≤
≤+
≤+
→+=

40

33

282

172

0max23

2,1

2

21

21

21

x

x

xx

xx

xxxf

3

1 2

3;2

Максимум – в точке
пересечения прямых 1 
и 2. Решая систему из
двух уравнений, 
находим: xmax=(3;2), 
fmax=13.

ПримерПример 22.. ( ) ( )
( )
( )
( )
( )
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Максимум – во всех
точках красного
отрезка. Для всех этих
точек fmax=7.
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ПримерПример 33.. ( ) ( )
( )
( )
( )
( )
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Максимума нет, 
значение целевой
функции можно
увеличивать
неограниченно3

2

ПримерПример 44.. ( ) ( )
( )
( )
( )
( )
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Минимум – в точке
пересечения прямых 1 
и 2. Решая систему из
двух уравнений, 
находим: xmin=(1;1), 
fmin=-1.

2
2

Деревья выращиваются и продаются в партиях по 1000 
штук. Требуется 1.5 га для выращивания одной партии
деревьев и 4 га для вскармливания одного бычка. 
Лесничество может потратить только 200 ч. в год на
свое побочное производство. Практика показывает, что
требуется 20 ч. для культивации, подрезания, вырубки
и пакетирования одной партии деревьев. Для ухода за
одним бычком также требуется 20 ч. Лесничество
имеет возможность израсходовать на эти цели 6 тыс. 
руб. Годовые издержки на одну партию деревьев
выливаются в 150 руб. и 1,2 тыс. руб. на одного бычка. 
Уже заключен контракт на поставку 2 бычков. 

По сложившимся ценам одна новогодняя ель принесет
прибыль в 2,5 руб., один бычок - 5 тыс. руб. 

ПримерПример 55. . Оптимизация размещения побочного

производства лесничества

Лесничество имеет 24 га свободной земли под паром и заинтересовано извлечь
из нее доход. Оно может выращивать
� саженцы быстрорастущего гибрида новогодней ели, которые достигают
спелости за один год, или
� бычков, отведя часть земли под пастбище. 

РешениеРешение..

1. Переменые задачи:
x1 - количество откармливаемых в год бычков;
x2 - количество выращиваемых в год партий новогодних елей.

2. Целевая функция: прибыль f(x) = 5000 x1 + 2500 x2 � max,                              
где 5000 - чистый доход от одного бычка, руб.;

2500 - чистый доход от одной партии елей (1000 шт. по 2,5 
руб.).

3. Ограничения:
3.1. По использованию земли, га: 4 x1 + 1,5 x2 ≤ 24
3.2. По бюджету, руб.: 1200 x1 + 150 x2 ≤ 6000
3.3. По трудовым ресурсам, ч: 20 x1 + 20 x2 ≤ 200
3.4. Обязательства по контракту, шт.: x1 ≥ 2
3.5. Прочие ограничения: x1 ≥ 0, x2 ≥ 0
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ГрафическоеГрафическое решениерешение Максимальный доход в
размере 34 тыс. руб.
(f=5000x1+2500x2), 
лесничество может
извлечь, выращивая
3,6 бычка и 6,4 партии
новогодних елей.

5;2,5

Забыли про

целочислен-
ность!

1.1.55. . НекоторыеНекоторые выводывыводы

В зависимости от вида допустимого
множества U в ЗЛП может встретиться
только один из следующих случаев:
• Ровно одно решение;
• Бесконечное множество решений; 
• Нет решений, так как целевая функция
неограниченна;
• Нет решений, так как система
ограничений противоречива. 

Если решение есть, то максимум или минимум
достигается хотя бы в одной угловойугловой точке. То
есть достаточно проверить только угловыеугловые точки
множества U

1.1.44. . РешениеРешение ЗЛПЗЛП припри помощипомощи MS ExcelMS Excel

ПримерПример..
На ферме в качестве корма для животных используются два
продукта – M и N.
Сбалансированное питание предполагает, что каждое животное
должно получать в день не менее 200 килокалорий, 
причем потребляемое при этом количество жира не должно
превышать 14 единиц.
В 1 кг продукта содержится соответственно:
• в продукте M - 150 килокалорий и 14 единиц жира; 
• в продукте N - 200 килокалорий и 4 единицы жира. 
Разработать максимально дешевый рацион откорма животных.
Стоимость 1 кг продукта М составляет 1,5 руб, а 1 кг продукта N -
2,3 руб.

Для решения оптимизационных задач в MS Excel 
необходимо, чтобы был установлен инструмент "Поиск
решения", который не устанавливается при стандартнойстандартной
установке MS Office, а только при выборочнойвыборочной. 

Формализация задачи:

Переменные:
x1 - количество продукта М в рационе;
x2 - количество продукта N в рационе.
Целевая функция - стоимость рациона:
1,5x1+2,3x2→min
Ограничение по количеству ккалорий:
150x1+200x2≥200 
Ограничение по количеству жира:
14x1+4x2≤14 
Неотрицательность переменных:
x1≥0; x2≥0 
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ВводВвод исходныхисходных данныхданных вв ячейкиячейки ExcelExcel ::

Итак, в ячейки А2 и А3 вводим начальные значения x1 и x2 -
нули.
В ячейки А4 и А5 вводим левые части ограничений
(первоначально получатся нули), в ячейки В4 и В5 - правые
части соответствующих ограничений.
В ячейку А6 вводим целевую функцию.
Ввод исходных данных завершен.

РешениеРешение задачизадачи..
Последовательностью команд меню Сервис - Поиск решения
вызываем инструмент "Поиск решения".

• С использованием красной стрелки (переход на рабочий лист) 
устанавливаем целевую ячейку - $A$6 равной минимальному
значению.
• Изменяя ячейки - $A$2:$A$3 с использованием кнопки ДобавитьДобавить,
последовательно добавляем три исходных ограничения.
• Нажимаем кнопку ВыполнитьВыполнить.

Интерпретация результатов.
После вычислений на рабочем листе получили следующие
результаты (см.рис.ниже):

Итак, при дневном рационе
• 0,909 кг продукта М и
• 0,318 кг продукта N 
потребности животного в питании будут удовлетворены, при этом
стоимость рациона будет минимальной и составит 2,10 руб.

1.7. 1.7. СистемыСистемы линейныхлинейных уравненийуравнений. . 
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Напомним некоторые сведения о системах линейных
уравнений и методеметоде ГауссаГаусса.

BAx =
или коротко в
матричной
форме:
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Метод Гаусса позволяет решать любые системы
линейных уравнений.

Будем говорить, что переменная xj является
базисной в i-м уравнении, если

1. В этом уравнении коэффициент при xj равен 1.
2. В остальных уравнениях этой переменной нет.

Алгоритм

метода Гаусса

Да

Н
е
т

Перенести все небазисные

(“свободные”) переменные
в правую часть и

записать ответ

� Если это уравнение

имеет вид

0=“не ноль”, 
то система

несовместна и

решение закончено.
� Если это уравнение

имеет вид 0=0, то
вычеркнуть его.

� Иначе выделить в

этом уравнении

базисную

переменную.

Есть ли

уравнение

без базисных

переменных?

ПримерПример. . 
Решить систему
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25,1

5,5

025,810

125,100

05,401

РешениеРешение..

-2

3
1

1/2

1/4
1/4

«Генеральный
элемент»

















25,10

25,1

5,5

025,810

125,100
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−=
−=

любое

,25825,10

,25125,1

,545,5

3

32

34

31

x

xx

xx

xx

Переменные x1,x4,x2 –
базисные, x3 – cвободная.

Общее
решение

Если вместо свободных переменных
подставить любые числа, получится

частное решение
Например, x3=1,x1=1,x4=0,x2=2.

3
3
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1.1.88. . СимплексСимплекс--таблицатаблица. . 

…

…

…

…

Правая

часть

……БП \ СП

Базисные переменные удобно выделять при помощи
симплекссимплекс--таблицытаблицы.

Базисные переменные. 
Если нет, пишется прочерк

Свободные
переменные

ПримерПример. . 
Решить систему









=+++−
=++−

=−+

053

222

322

4321

4321

431

xxxx

xxxx

xxx

05113

21212

32201

\ 4321

−−
−−

−−
ПЧxxxxСПБП

Заполним симплекс-таблицу

Пока базисных переменных нет ни в одном уравнении.

ПорядокПорядок работыработы..
1. Выберем уравнение, в котором будем выделять БП, 

и саму БП.
2. Пересчитаем новую таблицу
3. И т.д.

05113

21212

32201

\ 4321

−−
−−

−−
ПЧxxxxСПБП

Пусть, например, мы решили выделить БП x1 во
втором уравнении. Обведём кружком “генеральныйгенеральный
элементэлемент”:

ПересчётПересчёт симплекссимплекс--таблицытаблицы..

1.1. ГенеральныйГенеральный элементэлемент заменяется
на обратный: ГГ→→11//ГГ

2.2. ГенеральнаяГенеральная строкастрока делится на
генеральный элемент: ББ→Б→Б//ГГ

3.3. ГенеральныйГенеральный столбецстолбец делится на
генеральный элемент с обратным
знаком. А→А→--АА//ГГ

4.4. ОстальныеОстальные пересчитываются по
правилу прямоугольника: 
ВВ→→((В·ГВ·Г−−AA··ББ))//ГГ

5. Столбец, в котором СП = прочеркпрочерк
вычёркивается

............

......

............

......

............

БГ

ВA
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05113

21212

32201

\ 4321

−−
−−
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ПЧxxxxСПБП
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x
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\

1

3
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−
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x

x

ПЧxxСПБП
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\
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1
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x
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ОтветОтвет..

52/3342/5

1311

22/512/1

\

1

3

42

−−−−
−−−

−
−

x

x

ПЧxxСПБП

1.1.9.9. ПереходПереход отот каноническойканонической кк стандартнойстандартной

формеформе записизаписи припри помощипомощи симплекссимплекс--таблицытаблицы

ПримерПример. . 
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531220
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−−−−−
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x

f

ПЧxxxxСПБП
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1511286

9297

\

3

4

521

−−−
−−

−−−
−

x

x

f

ПЧxxxСПБП

Неотрица-
тельны и
больше

никуда не
входят
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≥
−≤−−

≤++−
→−−=

0

5433

151186

min997

5,2,1

521

521

5211

x

xxx

xxx

xxxfВыбрасываемВыбрасываем, , 
получаемполучаем

стандартнуюстандартную

формуформу::

ЗамечаниеЗамечание. . Если бы осталось только две
переменные, эту задачу можно было бы доделать
графическиграфически. . 

ЗамечаниеЗамечание. . Здесь мы генеральныйгенеральный элементэлемент
выбирали более-менее произвольно. Но обычно на
выбор генерального элемента накладываются
дополнительные ограничения.

4
4

ПримерПример. . Привести к стандартной форме и решить
графически
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1.1.10.10. ОпорныеОпорные планыпланы ЗЛПЗЛП

( )
( )
( )








≥
=

→=

20

1

0min)(

x

BAx

cxxfРассмотрим
ЗЛП в
канонической
форме:

1. Вектор x=(x1,x2,…,xn), удовлетворяющий всем
ограничениям (1),(2), называется планомпланом задачи.

2. Вектор, на котором достигается min, обозначается x* и
называется оптимальнымоптимальным планомпланом задачи.

3. Пусть в системе уравнений AX=B уже выделены БП во
всех уравнениях. Если значения всех СП в плане равны
0, то план называется опорнымопорным.

4. Опорный план называется невырожденнымневырожденным, если в нём
все БП больше 0

ЗадачаЗадача. . 
Найти все
опорные
планы. 













≥
=++
=++
→+−=

0

623

42

min23

4,3,2,1

421

321

321

x

xxx

xxx

xxxf

РешениеРешение. . Всего переменных 4, базисных может
быть 2 (так как 2 уравнения). Будем рассматривать
различные варианты. (СколькоСколько всеговсего вариантоввариантов??)

1) Сделаем
базисными x3 и x4.

61023

40121

0231

\ 4321

−
−

−−f

ПЧxxxxСПБП

623

421

71

\

4

3

21

x

x

f

ПЧxxСПБП

−−−

x1 и x2 – свободные, полагаем их =0, откуда x3=4, x4=6
Получился опорный план x=(0;0;4;6)

6023

4121

231

\

4

321

x

f

ПЧxxxСПБП

−
−−

2) Сделаем теперь базисными x1 и x4.

643

421

51

\

4

1

23

−−−

−−

x

x

f

ПЧxxСПБП
x3 и x2 – свободные, 
полагаем их =0, откуда
x3=4, x4= -6
ЭтоЭто нене планплан!! (x4<0)

3) Сделаем теперь
базисными x1 и x2.

x3 и x4 – свободные, 
полагаем их =0, откуда
x1=1, x4=3/2
Получился опорный
план x=(1;3/2;0;0)

4) Сделаем теперь базисными x1 и x3.

2/34/14/3

12/12/1

4/54/19

\

2

1

43

−
−

−−

x

x

f

ПЧxxСПБП

И так далее. Всего 6 вариантов, из которых
получается 4 плана и 2 не-плана.
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1.1.11.11. ОсновнаяОсновная теорематеорема

Таким образом, найти оптимальный
план в принципе можно, перебрав все
опорные, как в предыдущем примере.

Но есть более хороший способ, 
называемый симплекссимплекс--методомметодом

ТеоремаТеорема.. Пусть ЗЛП имеет хоть один план. Тогда
существует оптимальный план, являющийся
опорным.

1.1.1122.. СимплексСимплекс--методметод

Симплекс-метод можно использовать, если
1. ЗЛП уже записана в канонической форме и
2. В каждом уравнении уже есть БП

( )









≥

∈=+

→=

∑

∑

∈

∈

0

min

x

БПjbxax

xcf

j
СПl

llj

СПl
ll

Если теперь положить все СП
равными 0, то получим опорный план
x, в котором xj=bj и f(x)=0.

Можно ли уменьшить значение f(x)?

ПримерПример. . 
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=−++
=++−
→−−=

0

6423

121134

min997

5,4,3,2,1

5213

5214

5211

x

xxxx

xxxx

xxxf

Сейчас x=(0;0;6;12;0), f=0.

Если увеличить значение x1, то значение функции возрастёт, 
это не нужно.

Если увеличить значение x2, то значение функции уменьшится, 
это хорошо. Насколько можно увеличить x2?

Если увеличивать значение x2, то x4 будет уменьшаться, и при
x2=12/3=4 станет равно 0. Дальше нельзя (x4≥0).

Из другого уравнения: x2 нельзя сделать больше 6/3=2. При
этом x3 станет =0.

Итак, сделаем x2 базисной, а x3 свободной (=0). Целевая
функция уменьшится.

• Если есть отрицательный коэффициент, то просматриваем этот
столбец в таблице. Если все коэффициенты в этом столбце в
уравнениях равны 0 или отрицательны, то задача не имеет
решения, целевая функция неограниченна

• Если все коэффициенты в целевой функции неотрицательны, то
найден оптимальный план

АлгоритмАлгоритм симплекссимплекс--методаметода
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ПЧxxСПБППримерПример. . 

ннанеограничеf

x

x

f

ПЧxxСПБП

2/34/14/3

12/12/1

4/54/3

\

3

1

42

−−
−

−−
ПримерПример. . 
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• Если в этом столбце есть положительные, то выбираем из них тот, 
для которого отношение к нему правой части наименьшее. Это
будет новый генеральный элемент

534

222

421

32

\

4

3
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x
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x

f

ПЧxxСПБП
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ПримерПример. . 
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ПримерПример. . 
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ПЧxxxСПБП

УжеУже естьесть
БПБП вв

каждомкаждом
уравненииуравнении

141225

4512
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5

2

341

x

x

f

ПЧxxxСПБП
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x

ПримерПример. . 
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ПЧxxxСПБП Уже есть
БП в

каждом
уравнении
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Нет решений, так
как целевая

функция

неограниченна
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1.1.1133.. ГеометрическийГеометрический смыслсмысл симплекссимплекс--методаметода

Если задачу линейного
программирования записать в
стандартной форме, то получится
задача нахождения максимума (или
минимума) линейнойлинейной функциифункции f(x) в
области, ограниченной линейнымилинейными

неравенстваминеравенствами.

Каждое из линейных неравенств на
переменные ограничивает
полупространство в соответствующем
линейном пространстве. В результате
все неравенства ограничивают
некоторый многогранник (возможно, 
бесконечный)

Максимум (или минимум)
можно искать в вершинах
многогранника.

Идея симплекс-метода: выбирается одна из вершин
многогранника, после чего начинается движение по его ребрам
от вершины к вершине в сторону увеличения (или
уменьшения) значения f(x)

ПримерПример.. Ранее была решена графически задача.

( ) ( )
( )
( )
( )

( )
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3

1 2

3;2

4

5

Решим её симплекс-
методом

Запишем в каноническойканонической формеформе.
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Всюду есть БП
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Начальный план: 
x=(0,0,7,8,3)
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Новый план: 
x=(0,3,1,5,0)

3

1 2

4

5

310

332

121

43

\

2

4

1

53

x

x

x

f

ПЧxxСПБП

−
−

−−

Новый план: 
x=(1,3,0,3,0)
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23/13/2

13/13/2

33/23/1
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Оптимальный план: 
x=(3,2,0,0,1)

3

1 2

4

5

1.1.1144.. ЗацикливаниеЗацикливание

В процессе решения задачи симплекс-
методом происходит переход от одной
вершины к другой по рёбрам
многогранника. Может ли при этом
произойти зацикливание? То есть
возможно ли возвращение в уже
пройденную вершину?

Если текущий опорный план
невырожденныйневырожденный, то есть все базисные
переменные строго больше нуля, то при
переходе значение целевой функции
изменяется (уменьшаетсяуменьшается, , еслиесли задачазадача нана
минимумминимум)), так что мы уже не вернёмся в
эту вершину. Таким образом, верна

ТеоремаТеорема.. Если все опорные планы ЗЛП невырожденны, то
симплекс-метод не может зациклиться, то есть за конечное
число шагов он завершит работу.

6
6

Если же встречаются
вырожденные опорные планы, то
зацикливание возможно (хотя на
практике случается очень редко). 

В вырожденном случае
существуют разные

дополнительные правила выбора
генерального элемента, чтобы

избежать зацикливания.

1.1.1155.. ПостроениеПостроение начальногоначального планаплана. . ММ--методметод

Как уже отмечалось, для начала работы симплекс-метода
требуется наличие (неотрицательных) базисных переменных
в каждом уравнении. Если это условие не выполняется, то
используют так называемый ММ --методметод.

ПримерПример..

( )














≥
=+−+
=++
=−+
→−+=

0

542

25

362

min2022

5,4,3,2,1

5431

542

531

543

x

xxxx

xxx

xxx

xxxxf
Здесь нет базисных
переменных в
первом и третьем
уравнении. 
ДобавимДобавим

искусственныеискусственные.
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( )














≥≥
=+−++
=++
=−++
→−+=

0,0

542

25

362

min2022

2,15,4,3,2,1

54312

542

5311

543

ξ
ξ

ξ

x

xxxx

xxx

xxx

xxxxf НоНо намнам нужнонужно, , чтобычтобы

искусственныеискусственные

переменныепеременные вв концеконце

концовконцов

обратилисьобратились вв 00! ! 

Для этого изменимизменим

целевуюцелевую функциюфункцию..

Пусть M – очень большое положительное число. Прибавим к
целевой функции M·(ξ1+ξ2)= M·(3-x1-2x3-…+5-2x1-…):

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) min82202323

min23382022

)(

5431

5431543

21

→++−+++−+−=
=→++−−+−+=

=+⋅+=

MxMxMxMMx

xxxxMxxx

Mxfxg ξξ

Получаем так называемую ММ--задачузадачу

54112

25100

36021

2202323

\

2

2

1

5431

−

−
−+−+−−

ξ

ξ
x

MMMMg

ПЧxxxxСПБП

2/7712/12/3

25100

2/3302/12/1

7142
2

3
1

2

3
1

\

2

2

3

5411

−−

−

−−−++−−−

ξ

ξ

x

x

MMMMg

ПЧxxxСПБП

Пока не план: не все ξ равны 0.

3/73/143/2

251

3/13/163/1

3/283/4

\

1

2

3

542

−

−
−−

x

x

x

g

ПЧxxСПБП ξ

15/715/145/8

5/25/15/1

15/3715/165/7

15/285/16

\

1

5

3

24

−−

−

x

x

x

g

ПЧxxСПБП
Оптимальный план: 
xmin =
(7/15; 0; 37/15; 0; 2/5)

fmin = 2x3+2x4-20x5=…
= - 46/15

План: 
x = (7/3; 2; 1/3; 0; 0)

f =2x3+2x4-20x5=…
= 2/3

Алгоритм

М-метода

Решить М-задачу

Все ли ξ
обратились

в 0?

Составить М-задачу:
1. В уравнения, где нет

БП, добавить
искусственные БП ξj.

2. Изменить целевую

функцию, добавив
слагаемые с М.

Записать ответ Да

Н
ет

Нет решений, так как
исходная система

ограничений
противоречива
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1) Запишем в
канонической форме:

ПримерПример..













≥
≤−
≥+
→−−=

0

62

82

max42

2,1

21

21

21

x

xx

xx

xxf

РешениеРешение..













≥
=+−
=−+
→+=

0

62

82

min42

4,3,2,1

421

321

211

x

xxx

xxx

xxf

2) Добавим
искусственные БП, где
необходимо:













≥≥
=+−
=−++
→+=

0,0

62

82

min42

114,3,2,1

421

3211

211

ξ

ξ

x

xxx

xxx

xxf 3) Вычислим новую

целевую функцию:

( )
( ) ( ) MMxxMxM

xxxMxx

Mfg

8242

2842

321

32121

1

++−+−=
=+−−++=

=⋅+= ξ

4) Составим М-
задачу и запишем

в таблицу:

6012

8121

242

\

4

1

321

−
−

−−−

x

MMMf

ПЧxxxСПБП

ξ

5) Решим М-задачу

302/12/1

512/52/1
2

5
5

2

1
1

\

1

1

324

−
−−

−−+−

x

MMMf

ПЧxxxСПБП

ξ

5) Решение закончено. 
Все ξ равны 0.

4.........

2.........

2...0

\

1

2

314

x

x

f

ПЧxxСПБП

−
ξ

Оптимальный план: 
xmax = (4; 2)

fmax = -2x1 - 4x2 = - 16

ПримерПример..

( )














≥
=+−−
=+
=−+−
→++=

0

152

322

14

min22

3,2,1

321

31

321

321

x

xxx

xx

xxx

xxxxf
Добавим искусственные

БП и запишем М-задачу:

1521

3202

1411

3221

\

3

2

1

321

−−

−−
−−+

ξ
ξ
ξ

MMg

ПЧxxxСПБП

5/15/25/1

5/135/45/12

15/95/35/9
5

1

5

2

5

3

5

7
\

3

2

1

21

−−

−−

−−−−

x

MMg

ПЧxxСПБП

ξ
ξ
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12/5...

12/13...

4/15...

3/7

\

3

1

1

2

x

x

g

ПЧxСПБП

ξ
−

Решение закончено. 
Не все ξ равны 0, 
следовательно…

Задача не имеет

решения, так как
исходная система

ограничений

противоречива.

7
7

2. Транспортная задача в матричной 
форме 
 

22..1.1. ПостановкаПостановка задачизадачи

ТранспортнаяТранспортная задачазадача имеет своей целью минимизацию
транспортных издержек при перевозке однотипного продукта
от нескольких поставщиков, расположенных в разных местах, к
нескольким потребителям.

Формулируется задача следующим образом:

� Имеется m пунктов отправления (или пунктов производства) А1

…, Аm, в которых сосредоточены запасы однородного продукта в
количестве a1, ..., аm единиц.

� Имеется n пунктов назначения (или пунктов потребления) В1, 
..., Вm, потребность которых в этом продукте составляет b1, ..., bn

единиц. 

� Даны транспортные расходы Сij, связанные с перевозкой
единицы продукта из пункта Ai в пункт Вj

� Требуется составить такой план перевозок (откуда, куда и
сколько единиц продукта везти), чтобы удовлетворить спрос всех
пунктов потребления при минимальной общей стоимости всех
перевозок.

Транспортная задача является частным случаем задачи
линейного программирования. Обозначим через Xij объём
перевозки из пункта Ai в пункт Bj. Тогда получается
следующая ЗЛП:

( )
( )















≥

==

=≤

→=

∑

∑

∑

0

,...,1

,...,1

min)(
,

ij

j
i

ij

i
j

ij

ji
ijij

x

njbx

miax

xcxf

НеобходимоеНеобходимое ии достаточноедостаточное условиеусловие разрешимостиразрешимости такой
транспортной задачи : потребность не превосходит наличия:

∑∑ ≤
i

i
j

j ab
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Транспортную задачу можно решать обычным М-методом, но
есть более удобные способы.

Задача называется замкнутойзамкнутой, если суммарная потребность
равна суммарному наличию:

∑∑ =
i

i
j

j ab

4010Потребность в

продукте

3065A2

2541A1

Наличие

товара

B2B1
ПримерПример..

Склады

Магазины

Стоимости перевозки
единицы продукта
















≥
=+
=+
≤+
≤+
→+++=

0

40

10

30

25

min654)(

2212

2111

2221

1211

21211211

xВсе

xx

xx

xx

xx

xxxxxf

Решим М-методом.

1) Запишем в
канонической
форме.
















≥
=+
=+
=++
=++
→+++=

0,

40

10

30

25

min654)(

2212

2111

22221

11211

21211211

yxВсе

xx

xx

yxx

yxx

xxxxxf

2) Составим М-задачу. Добавим искусственные переменные, где
необходимо и пересчитаем целевую функцию.

( ) ( ) ( ) ( )
















≥
=++
=++
=++
=++
→−+−+−+−=

0,,

40

10

30

25

min6541)(

22122

21111

22221

11211

21211211

ξ
ξ
ξ

yxВсе

xx

xx

yxx

yxx

xMxMxMxMxg

3) Заполним симплекс-таблицу.

401010

100101

301100

250011

6541

2

1

2

1

22211211

ξ
ξ
y

y

MMMMg

ПЧxxxx

−−−−

40101

10010

30110

15011

644

2

11

2

1

2221121

ξ

ξ

x

y

y

MMg

ПЧxxx

−
−−
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2511

1010

501

1511

22

22

11

2

12

2211

−

−

x

x

y

x

g

ПЧxy ξ

25111

10010

30110

15011

684

2

11

2

12

22211

−

−
−−+−

ξ
x

y

x

MMMg

ПЧxxy

Оптимальный план
перевозок: 
x11 =10, x12=15, x21=0, 
x22=25

fmin = x11 + 4x12 + 5x21 + 
+ 6x22 = 220

22.2.2.. ЗамкнутаяЗамкнутая ТЗТЗ вв матричнойматричной формеформе

Напомним, что задача называется замкнутойзамкнутой, если
суммарная потребность равна суммарному наличию:

∑∑ =
i

i
j

j ab

В это случае, очевидно, остатков не будет, так что
неравенства превращаются в равенства:

( )
( )
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→=

∑
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∑

0

,...,1

,...,1

min)(
,

ij

j
i

ij

i
j

ij

ji
ijij

x

njbx

miax

xcxf

22.2.2.1..1. КоличествоКоличество базисныхбазисных переменныхпеременных

Всего ограничений типа равенств m + n, но легко
понять что одно из них (любое) является
следствием остальных. Поэтому

� В замкнутой матричной ТЗ количество
базисныхбазисных переменныхпеременных равно m + n m + n --11, 
остальные свободные.

� Другими словами, в опорном плане из
возможных mn перевозок только m + n+1m + n+1
могут быть отличны от нуля.

8
8

Алгоритм

решения транспортной

задачи

Проверить его на
оптимальность

Составить начальный
план

План
оптималь-

ный?
Записать
ответ

Да

Нет

Улучшить план

22.2.2.2..2.
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22..22..3.3. ПостроениеПостроение начальногоначального планаплана методомметодом

наименьшейнаименьшей стоимостистоимости

АлгоритмАлгоритм::

1. Выбрать клетку с наименьшей стоимостью перевозки из
оставшихся.

2. Записать в нее максимально возможную перевозку. В том
числе и 0, если максимально возможная равна 0.

3. Соответственно откорректировать наличия и потребности. 
Хотя бы одно из них обратится в 0.

4. Вычеркнуть строку или столбец, для которого
соответствующее число обратилось в 0. Если обратились в 0 
оба, вычеркнуть только одно! При возможности выбора
никогда не вычёркивать последнюю оставшуюся клетку.

5. Перейти к п. 1.

6. Если всё было правильно, план содержит m+n-1 не
вычеркнутую клетку

80/8020301020

20
3724

20
4367

40
8323

ПримерПример..

2030020

20
3724

20
4367

30
83

10

23

X

X
200020

20
3724

20
4367

0
8

30

3

10

23

X

X

X

X

200020

20
3724

20
4367

0
8

30

3

10

2

0

3

X

X

X

X

X

00020

0
20

3724

20
4367

0
8

30

3

10

2

0

3

X

X

X

X

X

X

0000

0
20

372

0

4

0
436

20

7

0
8

30

3

10

2

0

3

X

X

X

X

X

X

00020

0
20

372

0

4

20
4367

0
8

30

3

10

2

0

3

X

X

X

X

X

X

Получен
начальныйначальный план
перевозок. Его
стоимость: 
f = 3·0 + 2·10 + 
3·30 + 7·20 + 4·0 
+ 3·20 = 310

60201050

30
4467

30
1872

20
4364

40
3958

ЗадачаЗадача.. Построить начальный план перевозок по методу
наименьшей стоимости и найти его стоимость

Сколько
должно быть
базисных
клеток?

22..22..4.4. ПроверкаПроверка планаплана нана оптимальностьоптимальность

методомметодом потенциаловпотенциалов

АлгоритмАлгоритм проверкипроверки::

� Каждому пункту отправления Ai (соответственно, пункту
назначения Bj) приписать число (называемое потенциалом) ui
(соответственно, vj) так, чтобы для любой базисной клетки
выполнялось условие

vvjj--uuii==ccijij. 
Потенциал одного из пунктов полагается равным 0.

� Если для всякой свободной клетки

γγijij= = ccijij – (vvjj--uuii) ) ≥≥ 0,0,
то план оптимальный. Иначе план можно улучшить.
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20

372

0

4

436

20

7

8

30

3

10

2

0

3

X

X

X

X

X

X

γ14=8-(2-0)≥0

γ22=6-(2-(-4))≥0

γ23=3-(3-(-4))<0→План не оптимальный

ПримерПример..
0

3 2 3

- 4

- 1

2

ЗадачаЗадача.. ПроверитьПроверить нана

оптимальностьоптимальность планплан

4

10

46

20

7
30

1872

4

10

3

10

64
30

395

10

8

22..22..5.5. УлучшениеУлучшение планаплана

АлгоритмАлгоритм::

� Выбрать любую из свободных клеток, для которой

γγijij= = ccijij – (vvjj--uuii) ) < 0,< 0,
� Построить для неё циклцикл пересчётапересчёта.

� “СдвигомСдвигом” по этому циклу найти новый план.

ЦиклЦикл пересчётапересчёта – это замкнутая ломаная
по клеткам таблицы, удовлетворяющая
условиям:

1. Все вершины, кроме первой – в
базисных клетках.

2. Угол между соседними звеньями равен
900.

Вершины цикла помечаются
чередующимися знаками +, -, +, - …

ДляДля каждойкаждой свободнойсвободной клеткиклетки существуетсуществует
единственныйединственный циклцикл пересчётапересчёта!!

ПримерПример..

20

372

0

4

436

20

7

8

30

3

10

2

0

30

3 2 3

- 4

- 1

2

+

+

-

-
Цикл для клетки 23

ЗадачаЗадача.. Найти цикл для клетки 12

4

10

46

20

7
30

1872

4

10

3

10

64
30

395

10

8
+

+

+

-

-

-

Найти цикл для клетки 24

Найти цикл для клетки 32

ЗадачаЗадача..

СдвигСдвиг попо циклуциклу делаетсяделается следующимследующим образомобразом..

1. Вычислить

δδ= min = min xxijij,,
где минимум берётся по клеткам цикла, помеченных минусом

2. Ко всем перевозкамперевозкам в клеткам цикла, помеченным плюсом, 
прибавить δ, из остальных перевозок цикла вычесть δ. 

3. При этом хотяхотя быбы однаодна из клеток цикла станетстанет нулевойнулевой. 
ВычеркнутьВычеркнуть однуодну такую клетку.

ПримерПример..

20

372

0

4

436

20

7

8

30

3

10

2

0

30

3 2 3

- 4

- 1

2

+

+

-

-

δ=min(30,20)=20

20

372

0

4

4

20

36

0

7

8

10

3

10

2

20

3

X
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Продолжим решение задачи. Вычислим потенциалы и проверим
полученный план на оптимальность

20

372

0

4

4

20

367

8

10

3

10

2

20

3

δ=min(10,0)=0

0

3 2 3

0

- 1

2

Все γij≥0

План оптимальный.

Затраты на перевозки:
f(x)=20·3+10·2+10·3+20·3+20·3.

γ32=2-(2-(-1))<0→План не оптимальный+

-+

-

20

37

0

2

0

4

4

20

367

8

10

3

10

2

20

3

X

0

3 2 3

0

0

3

γ14=8-(2-0)≥0

γ21=7-(3-0)≥0

…

9
9

15121816

11
1854

14
2215

16
1643

20
7932

ЗадачаЗадача..
1) Проверим, является ли
задача замкнутойзамкнутой.

РешениеРешение..

16+18+12+15=20+16+14+11

2) Составим начальный план

XXX

XXX

X

XX

1

11

854

22

14

15
15

1

1

6

0

43

79

4

3

16

2

Количество базисных клеток
m+n-1=4+4-1=7 - верно

3) Проверим на оптимальность.
Сначала найдём потенциалы.

0532

3

2

1

0

−

−

Вычислим γij для свободных
клеток

γ33= 2-(5-2)<0

4) Улучшим план. Сначала
найдём цикл пересчёта

5) Проверим на оптимальность.
Сначала найдём потенциалы.

0432

4

2

1

0

−

−
Вычислим γij для свободных
клеток

γ44= 1-(0+4)<0

1

11

854

22

14

15
15

1

1

6

0

43

79

4

3

16

2

Теперь сделаем сдвиг по циклу

δ=min(14,1)=1

1

11

854

2

1

2

13

15
15

16

1

43

79

4

3

16

2

X

6) Улучшим план. δ=min(15,13,11)=11

7) Проверим на оптимальность.
Сначала найдём потенциалы.

0432

1

2

1

0

−

−

11

1854

2

12

2

2

15
4

16

12

43

79

4

3

16

2

X

Все γij≥0

План оптимальный.

Затраты на перевозки:
f(x)=16·2+4·3+…=133.

22..3.3. НезамкнутаяНезамкнутая ТЗТЗ вв матричнойматричной формеформе

304520

35
951

40
284

75
637ПримерПример.. Объём ресурсов =150.

Объём потребностей = 95 <150

Задача не замкнутая.

Вводится фиктивныйфиктивный

потребительпотребитель
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55304520

35
0951

40
0284

75
0637

В первом пункте останется 30 
единиц, во втором 10, в
третьем - 15

Задача теперь замкнутая. 
Решим её обычным способом.

15

095

20

1
10

0

30

284
30

06

45

37

…

План оптимальный.

f(x)=…

22.4.4.. ТЗТЗ сс дополнительнымидополнительными условиямиусловиями

304520

35
951

40
284

75
637ПримерПример.. Та же задача, но требуется, 

чтобы обязательно всё было
вывезено с 1 склада.

РешениеРешение..

55304520

35
0951

40
0284

75
1000637

Установим запретительную

цену на соответствующую
“перевозку”.

304520

35
951

40
284

75
637ПримерПример.. Та же задача, но дороги 12 и

33 закрыты на ремонт.

РешениеРешение..

55304520

35
0100051

40
0284

75
1000610007

Установим запретительные

цену на соответствующие
перевозки.

22..5.5. ЗадачиЗадачи, , сводящиесясводящиеся кк транспортнымтранспортным

ПримерПример.. Необходимо распределить специалистов трёх
профилей (соответственно, 60,30 и 40 человек) на 4 вида работ. 
Потребность в специалистах, соответственно, 20,40,25,и 45. 
Cij – эффективность использования специалиста i-го профиля

на j-й работе.

















=
9075

6804

0257

CРешениеРешение..

Задача похожа на
транспортную, но
требуется найти не
минимум, а максимум. 
Поэтому…

45254020

40
9075

30
6804

60
0257

−−−

−−−

−−−

10
10
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ОтветОтвет..

40

9075
5

6

25

804
35

02

40

5

20

7

−−−

−−−

−−−

ПримерПример Составить оптимальный план посева 4 культур
(рожь, пшеница, кукуруза, горох) на посевной
площади 3-х хозяйств.

400500300Посевная
площадь, га

20

10

40

25

Себест. 1т
во втором
хозяйстве

10

15

30

20

Себест. 1т в
первом

хозяйстве

15501000Горох

20801600Кукуруза

15301800Пшеница

3020300Рожь

Себест. 1т в
третьем
хозяйстве

Урожай-
ность
(ц/га)

План
(т)

ФормализацияФормализация задачизадачи

1. Переменые задачи:

xij - количество площадей под i-ю культуру в j-м хозяйстве

3. Ограничения:
3.1. Рожь: x11+x12+x13= 300/2=150
3.2. Пшеница: x21+x22+x23= 1800/3=600
3.3. Кукуруза: …
3.4. Горох: …
3.5. Посев. площадь 1 хоз: x11+x21+x31 +x41 ≤ 300
3.6. Посев. площадь 2 хоз: x21+x22+… ≤ 500
3.7. Посев. площадь 3 хоз: …

Получилась транспортная
задача

2. Целевая функция: себестоимость f(x)=2·25·x11+ 3·30·x21+…+
+ 5·15·x43 = 50x11+90x21+…+75x43→min

200200600150

400
751604560

500
1008012075

300
501209050

РешениеРешение……

ПримерПример.. Строительный песок добывается в 3-
х карьерах и доставляется на 4 стройплощадки. 
Ai – производительность карьера (т/день)

Bi – потребность в песке (т/день)

Di – затраты на добычу т. песка (руб.)

Сij – транспортные расходы (руб.)

1495370

3461134

2523446

45303540

i

ij

A

DB

Фи
кт
ив
на
я

ку
ль
ту
ра

ОтветОтвет..

075160

400

4560
50

0100

200

80

100

120

150

70

0

200

50120

100

9050

РешениеРешение

1495370

3461134

2523446

45303540

i

ij

A

DB

45303540

70
51064

34
7944

46
7456

Добавим
затраты

на добычу

ии тт..дд……
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3. Транспортная задача в сетевой 
форме

33..0.0. ПримерПример ТЗТЗ вв сетевойсетевой формеформе

Стоимость перевозки единицы
груза пишется попо правуюправую рукуруку
попо направлениюнаправлению движениядвижения

30
№1

0
№2

-30
№3

-20
№4

40
№6

-20
№5

7

7

1

4

1
1

5
3

4
3 61 55

8

5

1,6 – пункты отправления,

3,4,5 – пункты назначения

2 – перевалочный пункт

3.3.1.1. ПостановкаПостановка задачизадачи

ТЗ в сетевой форме формулируется следующим образом:

� Имеется N пунктов отправления (или пунктов производства) А1

…, АN, связанных дорогами.

� Для каждого пункта Aj задано число Rj, положительное, если в
этом пункте сосредоточен запас однородного продукта и
отрицательное, если в этом пункте имеется соответствующая
потребность. 

� Даны транспортные расходы Сij, связанные с перевозкой
единицы продукта из пункта Ai в пункт Aj

� Требуется составить такой план перевозок (откуда, куда и
сколько единиц продукта везти), чтобы удовлетворить спрос всех
пунктов потребления при минимальной общей стоимости всех
перевозок.

Задача называется замкнутойзамкнутой, если суммарная потребность
равна суммарному наличию, т.е.

0=∑
j

jR

Транспортная задача является частным случаем задачи
линейного программирования. Обозначим через Xij объём
перевозки из пункта Ai в пункт Bj. Тогда получается
следующая ЗЛП:

( )
( )












=≥

==−

→=

∑∑

∑

Njix

NjRxx

xcxf

ij

j
вхi

ij
выхl

jl

ji
ijij

,...,1,0

,...,1

min)(

,,

,
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3.3.2.2. НекоторыеНекоторые понятияпонятия теориитеории графовграфов

ГрафГраф — это совокупность объектов со
связями между ними. Объекты
представляются как вершинывершины, или
узлы графа, а связи — как дугидуги, или
рёбра.

ПримерПример 11..

4 вершины, 4 ребра

ПримерПример 22..

4 вершины, 4 ребра

ПримерПример 33..

5 вершин, 3 ребра

ЗадачаЗадача.. Нарисовать все графы с 3 вершинами.

ЗадачаЗадача.. Нарисовать все графы с 4 вершинами.

ВопросВопрос.. Где в этом списке графы

� ПравильныйПравильный путьпуть, соединяющий две вершины, это путь, в
котором рёбра не повторяются.

� Граф называется связнымсвязным, если для любых двух вершин есть
соединяющий их путь.

� ЦиклЦикл – правильный путь, у которого начало и конец
совпадают.

� ДеревоДерево – связный граф без циклов. 

ЗадачаЗадача.. Сколько существует связных графов с 4 вершинами?

ЗадачаЗадача.. Нарисовать все деревья с 5 вершинами.

ЗадачаЗадача.. Нарисовать все деревья с 6 вершинами.

11
11

ЗадачаЗадача.. Сколько существует различных деревьев с 7 вершинами?

ОтветОтвет.. 11. 

ТеоремаТеорема.. Пусть граф Г имеет N вершин. Тогда следующие
утверждения эквивалентны:

1. Г – дерево.
2. Г связен и не имеет циклов.
3. Г не имеет циклов и содержит N-1 ребро.
4. Г не имеет циклов, но при добавлении любого ребра

возникает ровно один цикл.

3.3.3.3. ОпорныйОпорный планплан ТЗТЗ вв сетевойсетевой формеформе

Поскольку ТЗ является частным случаем ЗЛП, будем
использовать следующую терминологию:

РеброРебро будем называть базиснымбазисным, если соответствующая
переменная Xij - базисная, и свободнымсвободным, если переменная
свободная
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ТеоремаТеорема.. Базисные дуги, соответствующие
любому опорному плану, образуют дереводерево.

ЗадачаЗадача.. Постройте опорный план в задаче, 
выбрав указанное дерево.

30
№1

0
№2

-30
№3

-20
№4

40
№6

-20
№5

7
7

1
4

1
1

5
3

4
3 61 55

8
5 20

30

0

30

10

Транспортные
расходы: 30·4+10·3+…

ЗадачаЗадача.. Постройте опорный план в той же задаче, 
выбрав указанное дерево.

20

10

10

30

0
В каком из двух
планов меньше
транспортные

расходы?

3.43.4.. ПостроениеПостроение начальногоначального планаплана

1. Выбрать любое дерево, содержащее все вершины.
2. По этому дереву построить план перевозок.

ЗадачаЗадача.. Постройте опорный план в той же задаче, 
выбрав указанное дерево.

50

0

50
№1

0
№2

30
№3

-50
№4

-30
№5

9

7

2

4

3
1

5
6

10
20 2010 84

0
30

50 50

80

50

Алгоритм

решения транспортной

задачи

Проверить его на
оптимальность

Составить начальный
план

План
оптималь-

ный?
Записать
ответ

Да

Нет

Улучшить план

3.5.3.5.
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33..6.6. ПроверкаПроверка планаплана нана оптимальностьоптимальность

методомметодом потенциаловпотенциалов

АлгоритмАлгоритм проверкипроверки::

� Каждому пункту Ai приписать число ui (называемое
потенциалом) так, чтобы для любого базисногобазисного ребра Xij
выполнялось условие

uujj--uuii==ccijij. 
Потенциал одного из пунктов полагается равным 0.

� Если для всякого свободногосвободного ребра

γγijij= = ccijij – (uujj--uuii) ) ≥≥ 0,0,
то план оптимальный. Иначе план можно улучшить.

ПримерПример..
50

№1

0
№2

30
№3

-50
№4

-30
№5

9
7

2
4

3

1

5
6

10
20 2010 84

50

0

0

30

50 50

80

50

u=0

u=10

u=10+10=20

u=24

u=28

u=0 u=7

u=11

u=11+4=15u=15+5=20

γ12=7-(20-0)<0, план
не оптимальный

γ25=3-(15-7)<0, план
не оптимальный

33..7.7. УлучшениеУлучшение планаплана

АлгоритмАлгоритм::

� Выбрать любое свободное ребро, для которого

γγijij= = ccijij – (vvjj--uuii) ) < 0,< 0,
� При добавлении этого ребра к дереву образуется ровно один

цикл.

� Вычислить

δδ= min = min xxijij,,
где минимум берётся по встречным перевозкам при обходе
цикла.

� К попутным перевозкамперевозкам прибавить δ, из встречных перевозок
цикла вычесть δ.

� При этом хотяхотя быбы однаодна из перевозок цикла станетстанет нулевойнулевой. 
СделатьСделать одноодно такоетакое реброребро свободнымсвободным.

ПримерПример.. γ25=3-(15-7)<0
50 50

80

50

u=0 u=7

u=11

u=15u=20

δ=min(50,80)=50

u=0

u=7 u=10-4=6

u=7+3=10u=10+5=15

50

50 30

50

γ14=10-(15-0)<0

δ=min(50,50,50)=50

0 30

0

50

u=0

u=10 u=5

u=5-4=1
u=2

План оптимальный. 
Транспортные
расходы: 
50·10+30·4=620
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33..8.8. НезамкнутаяНезамкнутая ТЗТЗ вв матричнойматричной формеформе

Объём ресурсов =60.
Объём потребностей = 50 <60

Задача не замкнутая.

Вводится фиктивныйфиктивный

потребительпотребитель

-10
№5

ПримерПример..

20
№1

40
№2

-30
№3

-20
№4

9
7

5
6

10
20 2010

84

1000

0

0

1000

12
12

4. Динамическое программирование 

44..0.0. ВведениеВведение

Пусть рассматривается задача оптимизации, которую можно
разбить на несколько шагов или этапов. Таковы, например, 
задачи оптимального планирования (стратегия инвестиций, 
управление запасами, замена оборудования…), 
проектирование прокладки дорог и т.п.

Подход динамическогодинамического программированияпрограммирования ((ДПДП))
состоит в следующем: исходная задача в соответствии
с этапами разбивается на множество более мелких
подзадач (““декомпозициядекомпозиция””) и оптимальное решение
каждой подзадачи используется в качестве исходных
данных для следующей.

Для применимости ДПДП необходимо, чтобы исходная
задача удовлетворяла некоторым условиям, 
обеспечивающим возможность декомпозиции. Обычно
они формулируются в рамках задачизадачи оптимальногооптимального
управленияуправления.

44..1.1. ПостановкаПостановка задачизадачи оптимальногооптимального управленияуправления

Введём необходимые обозначения. 
Пусть мы сумели разбить задачу на m шагов (этапов). 

� Обозначим через xi (i=0,...,m) состояниесостояние системысистемы на i-м шаге. 

� Из одного состояния в другое система переходит под
действием принятого нами на этом шаге решения, называемого

управлениемуправлением. Пусть yi (i=1,...,m) − управлениеуправление на i-м шаге.

� Следующее состояние xi определяется значениями xi-1 и yi:
x i=f i(x i-1,yi).

� Таким образом, управления y1,…,ym переводят систему из
начального состояния x0ЄX0 в конечное xmЄXm. 
Здесь X0 и Xm − совокупности допустимыхдопустимых начальныхначальных ии
конечныхконечных состоянийсостояний системы.
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Сформулируем теперь задачу оптимального управления

Начальное состояния x0 задано. Требуется выбратьвыбрать

управленияуправления y1,…,ym так, чтобы система перешла в
допустимое конечное состояние и при этом заданная

целеваяцелевая функцияфункция W(x0,y1,x1,y2,…,ym,xm) достигла

максимального (или минимального) значения W*.

( )mm
yy

xyyxWW
m

,,...,,max* 10
,...,1

=

Метод динамического программирования применяется в
случае аддитивнойаддитивной целевой функции W. 
Это означает, что она имеет вид суммы слагаемых, 
относящихся к отдельным этапам:

( )∑
=

−=
m

i
iii yxW

1
1,ϕ

44..2.2. ПринципПринцип оптимальностиоптимальности БеллманаБеллмана

В основе метода ДП лежит принциппринцип оптимальностиоптимальности, 
сформулированный Р. Беллманом:

Пусть мы уже выбрали управления y1,…,yk, в
соответствии с которыми система перешла из
состояния x0 в состояние xk. Нам остаётся выбрать

оставшиеся управления yk+1,…,ym. Тогда
еслиесли завершающаязавершающая частьчасть процессапроцесса нене будетбудет
оптимальнойоптимальной вв смыслесмысле достижениядостижения максимумамаксимума

суммысуммы последнихпоследних mm--kk слагаемыхслагаемых вв WW , , тото ии весьвесь
процесспроцесс управленияуправления нене будетбудет оптимальнымоптимальным

Отсюда легко выводится основное соотношение
метода ДП, называемое уравнениемуравнением БеллманаБеллмана

( )
( ) ( ) ( )( )[ ].,,max

,0

11 yxfWyxxW

xW

iiii
y

i

m

+=
=

−− ϕ

Обозначим через W i(x) максимально возможное значение
суммы оставшихся слагаемых целевой функции, если на i-м
шаге система оказалась в состоянии x. Тогда

Решение задачи оптимального управления
методом ДП находится последовательнымпоследовательным

вычислениемвычислением величинвеличин WW mm, W, W mm--11,, ……,W,W 00=W*=W*, 
вместе с соответствующими оптимальными
управлениями yi и состояниями xi

44..3.3. ПримерыПримеры задачзадач динамическогодинамического

программированияпрограммирования

Чем дольше эксплуатируется оборудование, тем выше
затраты на его обслуживание и ниже его производительность. 
В определённый момент может оказаться более выгодной
замена на новое.

44..3.1.3.1. ЗадачаЗадача заменызамены оборудованияоборудования

Предположим, что мы планируем работу оборудования на
протяжении m лет. В начале каждого года принимается
решение о работе ещё один год, либо о замене оборудования
новым. Известны

� r(t) − выручка от реализации продукции, произведённой на
оборудовании возраста t лет,

� c(t) − оcтаточная стоимость такого оборудования,

� s(t) − годовые затраты на обслуживание оборудования,

� p − стоимость приобретения нового оборудования.
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Другими словами,

�если оборудование не заменяется, то прибыль равна
разности между стоимостью продукции и издержками
эксплуатации;

�если заменяется, то прибыль равна разности остаточной
стоимости оборудования и стоимости нового, к которой
прибавляется разность между стоимостью продукции и
эксплуатационными издержками для нового оборудования.

( )

( ) ( )
( ) 








+−+−
+−

=

=

+

+

+

 заменять  если,0)0()0()(

заменять,  не  если,)()(
max

0

1

1

1

i

i
i

m

Wsrptc

tWtstr
tW

tW

Обозначим через W i(t) максимальнуюмаксимальную прибыльприбыль, , получаемуюполучаемую заза
годыгоды отот ii додо mm, , припри условииусловии, , чточто вв началеначале ii--гого годагода оборудованиеоборудование
имеетимеет возраствозраст tt. Тогда

ПримерПример.. Компания планирует определить оптимальную
политику замены используемого в настоящее время трёхлетнего
оборудования на протяжении последующих 4 лет. Стоимость
нового равна 100 тыс. $. Данные приведены в таблице.

0∞−7

52,212,26

101,8145

301,715,54

501,517,23

601,218,52

800,6191

−0,2200

Остаточная стоимость
(тыс. $)

Стоимость обслуживания
(тыс. $)

Прибыль
(тыс. $)

Возраст

РешениеРешение.. Нарисуем возможные варианты эксплуатации в виде
с обозначениями: З - заменять, С - сохранять, П – продать.
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C 5

C 6
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З
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З
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З
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=
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=+−+−
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( ) ( )




=
=+−+−

=+−
= )(3,55

)(3,555,852,05010020

2,515,355,12,17
max31 З

З
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W

( ) ...42 =W ( ) )(5,3542 ЗW =

З

1

C 2

C 3

З
1

C 2

C 3

1

З

Конец

П

П
3
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( ) ),(5,8512 ЗCW = ( ) )(6,7913 CW = ( ) )(1,6723 CW =

( ) )(3,6724 CW = ( ) )(8,4934 ЗW =

13
13

Инвестор выделяет средства в размере D условных единиц, 
которые должны быть распределены между m предприятиями.

44..3.3.22.. ЗадачаЗадача оо распределениираспределении инвестицийинвестиций

� xi − количество денег, вложенных в i-е предприятие,

� φi(xi) − прирост продукции на i-м предприятии при получении
им xi средств.

Требуется распределить деньги так, чтобы получить
максимальный прирост продукции.

( ) ( )
( ) ( ) ( ){ }yxWyxW

xxW

kk
xy

k −+=
=

−≤< 1
0

11

max ϕ
ϕ

Обозначим через Wk(x) максимальныймаксимальный приростприрост, , которыйкоторый можноможно

получитьполучить, , еслиесли суммусумму xx распределитьраспределить междумежду первымипервыми k k 
предприятиямипредприятиями. Тогда

ПримерПример.. Сумму в 100 тыс. $ требуется распределить между 4 
предприятиями. Исходные данные приведены в таблице.

61

49

38

29

13

0

№3

706846100

54513880

40452860

35331740

1211920

0000

№4№2№1

Прирост продукции на предприятииСумма
(тыс. $)

РешениеРешение.. На первом этапе у нас только первое предприятие.

( ) ( ) ( ) ( ) 46100...,,1740,920,00 1111 ==== WWWW

На втором этапе – первые два предприятия.

( ) ( ) ( ) ( ){ }
{ }

( ) ...40

);20(11011,90max

020,90max20;00

2

2222

=
=++=

=++==

W

WW ϕϕ

( ) ( ) ( ) ( ){ } ...040,920,170max40 2222 =+++= ϕϕϕW

( ) { } )40(33033,911,170max402 =+++=W

( ) ( ) ( ){ } ...,...1720,280max60 222 =++= ϕϕW

( ) { } )60(45045,933,1711,280max602 =++++=W

( ) ( ) ...100...,80 22 == WW ( ) )60(54802 =W

( ) )100(681002 =W
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На третьем этапе – первые три предприятия.

( ) ( ) ( ) ( ){ }
{ }

( ) ...40

);20(13013,110max

020,110max20;00

3

3333

=
=++=

=++==

W

WW ϕϕ

( ) ( ) ( ) ( ){ } ...040,1120,330max40 3333 =+++= ϕϕϕW

( ) { } )0(33029,1113,330max403 =+++=W

( ) ( ) ( ){ } ...,...3320,450max60 333 =++= ϕϕW

( ) { } )20(46038,1129,3313,330max603 =++++=W

( ) ( ) ...100...,80 33 == WW ( ) )40(62803 =W

( ) )40(741003 =W

Последний этап – все четыре предприятия.

( ) ( ) ( ) ( ){ }
{ }

( ) ...40

);0(13012,130max

020,130max20;00

4

4444

=
=++=

=++==

W

WW ϕϕ

( ) ( ) ( ) ( ){ } ...040,1320,330max40 4444 =+++= ϕϕϕW

( ) { } )40(35035,1312,330max404 =+++=W

( ) ( ) ( ){ } ...,...3320,460max60 444 =++= ϕϕW

( ) { } )40(48040,1335,3313,460max604 =++++=W

( ) ( ) ...100...,80 44 == WW ( ) )40(68804 =W

( ) )40(811004 =W

Итак, максимальныймаксимальный приростприрост продукциипродукции
вложениивложении средствсредств вв размереразмере 100100 вв четыречетыре
предприятияпредприятия равенравен 8181. При этом вв 44--ее
предприятиепредприятие следуетследует вложитьвложить 4040.

( ) )40(811004 =W

Тогда на первые три предприятия
остаётся 100-40=60. 

( ) )20(46603 =W

ВВ третьетретье предприятиепредприятие следуетследует вложитьвложить 2020. 

( ) )40(33402 =W

ВоВо второевторое предприятиепредприятие следуетследует вложитьвложить
4040. На первое остаётся 0. ( ) 001 =W

На первые два остаётся 60-20=40

14
14  
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