
 

федеральное государственное бюджетное образовательное учреждение 
высшего профессионального образования  

«МОСКОВСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ 
ПУТЕЙ СООБЩЕНИЯ» 

 
 

Кафедра «Математика» 

 

 

 

В. И. Новосельцева  

 
  ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА 

 

 

 

 

Учебное пособие 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

МОСКВА - 2012 



 

 

УДК – 512.64 

Н -76 

Новосельцева В.И.  Линейная алгебра.  Учебное пособие. - М.:  МИИТ,  2012 – 140 с. 
Предназначено для направления 080100.62 «Экономика», в учебных планах 

которого предусмотрена  дисциплина «Линейная алгебра».  Учебное пособие содержит 
изложение  теоретических вопросов по линейной алгебре, решение примеров и варианты 
индивидуальных заданий.  

Рецензенты:  к. ф.м. н. доцент МИИТ   О.А.Платонова; 

       д.ф.-м.н. профессор МГУ  

                       им.М.В. Ломоносова  А.Л. Шмелькин. 

 

  МИИТ,  2012 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



3 

��������

���	
��� ��	��� ������	� �����	 �	��� �

���	�����	���� ����������� ������� �����������. 
����	��	 ��������	���� ���	���� ����� �������� �

���	�����	���� ���	��, ����� 	 !�	������"� ����


��������� ���� ����	� ��	
� � �����	��
, 
���	������	 ����� � ��	��	� ������ ��������
 ��	�� , 
!������ �!�	�	��		
 �������� � �����#, ��	
� �
�	����� � !���������� � ���������� � $���. 

�� !������ !���	�	 ���������� �	����������%

��	�	��� !�����
 �����# � 		 �!�	�	��	�. 
&���% ��	��	��� ��
�� �	'	��	 ����	� ���� �����	��
 �

����� �	���	��� ��: 
                                           �11  �1+a12x2=b1 

                                           a21x1+a22x2=b2                (1)                       
(	'	��	�  ���
 ����	� ���"��� !��� ���	 x1 � x2,
������"��� ��� �����	��� � ����	����. 
)�	�% ��!�%��"��� ���	��� 	 ���$$�#�	�� � �����

���	����� aij, i – ���	� �����	���, j – ���	� �	���	����
. 
�� �	'	��� ����	� ������� !	���	 �����	��	 �� a22,
�����	 �� (-a12) � ����� ��. 
&�����:  
x1 (a11a22-a12a21)=b1a22-b2a12. 
*��"�� !�� ������, ��� a11a22-a12a21�0, ���	� ��	�%: 

x1 =
2112221

122221

aaaa

abab

−
−

                                              (2) 

+��������, ������� !	���	 �����	��	 �� (-a21), �����	
�� a11 � ���� ���, !�����: 
x2 (a11a22-a12a21)=a11b2-a21b1. 

�  x2 =
21122211

121211

aaaa

baba

−
−

                                           (3) 
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*�	���� � ������� ��!��'���	��� ��������	�% ����#�:          
   

A =    a11   a12 

               a21     a22     .

,���	 ����# ���	 ��� ��"��� �����#���. � !	���


�����	 ��������� ���$$�#�	�� !�� �	���	��� � �

!	���� �����	���, � �� �����
 �����	 ���$$�#�	�� ��

������� �����	���. 
*��� � ��� �	 ����	���	% ����	
 (2), (3) 	���

!�����% �� �����# : �� !�����	�	��� �	�	���� �������
�� ��������, ����	
 �� 	���� �	���	�� ��� � !��� 

�����
 (��� �������% ��� ��"� �����
) � ����	���
!�����	�	��	 �	�	����, ������� !� �����
 (!������
) 
��������. -��� �=a11a22-a12a21, !���	���	 ��

���������
 �����# ����	� �����	��
 ��� ��"�

�!�	�	��		� �����#  A � ��������"�: 
              

�=  a11  a12

              a21    a22      . 

�����	� � � ���	���� (2), (3) ���	 ����� � �%
!�	�����	� � � ���	� !� !����� �!�	�	��	�

������� !������: 
   

                         
b1 a12

b2 a22
= b1a22 - b2a12 = �x1  , 

    
a11 b1

a21 b2
= a11b2- a21b1= �x2  .

(	'	��	 ����	� , ����� �������, ��		� ���: 

x1 =�x1/�,  x2 = �x2/� , ��0. 
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.��� �!���� �	'	��� ����	� �����	��
 �

!����%" �!�	�	��		
 ��� ��	��� !������ /���	��.  
0. /���	� (1704-1752) – '�	
#�����
 ���	�����. 
&	�	
�	� �	!	�% � ����	��" ���	
 �	���� �����# �

�!�	�	��		
 � ������ ��!����� ��	
��
 ��	�� . 

1. ������� � �	�
�
���
��

1.1 	�
�
�
��
 � ���� ������

1����#	
 ����	�� m�n ��� ��	��� !�������%���

����#� ���	, ���	������ m ����� � n ����#��. -���, 
�������"��	 �����#�, ��� ��"��� �	�	����� �����# 
� ��������"��� ������ �� ������� � ���
��


���	���#�	
: aij, i – ���	� ������, j – ���	� ����#�. 
� ���	� ���	 �����#� ��������	���: 

                                    �11     �12  …  �1n 

                      �mn =    �21     �22   …  �2n 

. . . . . . . . . . . . . . . . . 

                                   am1     �m2  … �mn 

�� ������ A= (aij)mn; ��	 i=1,2,3,…,m; j=1,2,3,…,n.
��� �����#: 
1. 1����#� ��� ��	��� ���������
 n-�� !������, 	��
���� ����� ����� ���� ����#�� � ����� n. 
��!���	�,   
              -1    2    5 
      � =  0    3   -2   - ���������� �����#� 3-�� !������.
              4    1    1 
2. 1����#�, ��������� �� ����
 ������, ��� ��	���
�����#	
-������
 (�� �	������). ��� �����#� �������
�� ������ ����#�, �� ��� ��	��� �����#	
-����#��
(�	������) 
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��!���	�,  � = (5, -3  4  2) – �����#�-������; 
                                   1 
                        B =    0    - �����#�-����	#. 
                                  2 
3. 1����#� ����: 
           a11   0      0 
� =    0      a22    0    - ��� ��	��� �������%��
 ��	�%	��  
          0      0     a33      !������, 
�� 	��% ��� ���������� �����#� "���� !������, � ������

��	 �	�������%� 	 �	�	�� ���� ��". 
4. �������%��� �����#� ��� ��	��� 	�������
, 	�� ��	
�������%� 	 �	�	�� ���� 	����#	: 
              1  0  0 
   � =     0  1  0     - 	�������� �����#� ��	�%	�� !������. 
              0  0  1 
5. ��	��� �����#� – �����#� "� � ����	���, ��	
�	�	�� ������
 ���� ��".  
��!���	�,            

                                  N =    0  0  0 
0  0  0  . 

1.2 	
����� ��� ���������

1. �����
��
 ������� �� �����

&�����	�	��	 �����# A=(aij)mn �� ���� 	

��� ��	��� �����#� 
=(bij)mn=(	aij)mn, �� 	��% ��	 �	�	�� 
�����# � ������"��� �� ���� 	.
&���	�. �� �����# :                                                                       

3 2 1

2 0 1
A

� �
= � �− −� �

� ���� 	=2 �����#� B=2A=
6 4 2

4 0 2

� �
� �− −� �



7 

*�	�����, ��� �� !����� �����	��� �����# �� ����

�	��	� ����������% � �	��� �� ���� �����# ����


������	% ��	� �	�	���� �����# . 
&���	�.                    

30 20 3 2
10

40 50 4 5

− −� � � �
=� � � �

� � � �
  . 

2. ����
��
 ������
��� �����#   A=(aij)mn  � 
=(bij)mn, �� �� �����


���	��� �����#�: 
�=�+
=(aij+bij)mn, �� 	��% ���� ��"��� �	�	�� , 
������	 �� �������� � �	����. 

&���	�.  
1 2 4

5 3 6
A

−� �
= � �−� �

,
3 0 1

2 1 4
B

−� �
= � �
� �

              

2����  �=�+
 =
4 2 3

7 2 10

−� �
� �−� �

 .

)��	���, ��� !� ����� �	 !����� ����� !�����	���

� ������	 �����# ����������� ����	��. �� ���� �

�����# � !���	�	 �������% �����: 
                   

                                   D=A-B=
2 2 5

3 4 2

− −� �
� �−� �

. 

3. �����
��
 ������
*!	��#�� �����	��� �������� ��%�� �� �����

�����# � � 
, � ����� � ���� ����#�� �����# � �����

���� ����� �����# 
. 
�mn=Amk�Bkn; �mn=(�ij)mn

/��� 
 �	�	�� �ij=�i1b1j+ �i2b2j+ … + �ikbkj ;  i=1,2,…m;  
j=1,2,…,n.
.�� ������	�, ��� �� ����, ���� !�����% �	�	�� �ij,
����� ���� 
 �	�	�� i-
 ������ �����# A �������% ��  
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�����	�����"��
 �	�	�� j-�� ����#� �����# 
 �

�����% ��	 !���	�� 	 !�����	�	���. 
&���	�. ��� �����# : 

         
2 1

3 4
A

−� �
= � �
� �

 ,  
2 1 3

1 4 2
B

� �
= � �−� �

  . 

,�	��	��� � �����% !�����	�	��	 ��
=�.
(	'	��	. &�����	�	��	 ��
 ��������, ��� ��� ����

����#�� � ����� ���� ����� 
.
                                                                

( )2 2 1 1  2 1 1 4 2 3 ( 1) ( 2) 3  2 8

3 1 4 4 3 3 ( 2) 4 10 19 13 2 4 1
C A B

� �⋅ + − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + − ⋅ − −� �
= ⋅ = =� � � �⋅ + ⋅ ⋅ + − ⋅⋅ + ⋅ � �� �

)��	����	 1. 
�� ���� � �����# !�����	�	��� 
�� �	 ���	����	�, ���
��� ���� ����#�� !	����� ��������	� 
 ����� 3, �
���� ����� ������� ��������	� � ����� 2. 

)��	����	 2. 
� ���	� ����	 !	�	�	����	%� 
 ����� �����	��� �	

� !���	���: 
��
 � 
��. 

&���	�. ��� �����# :  
2 1

3 2
A

−� �
= � �
� �

,
1 2

0 1
B

� �
= � �
� �

. 

,�	��	��� � �����% !�����	�	��� ��
 � 
��.
(	'	��	.                                                    

                   ��
   =  
2 1 1 2 2 3

3 2 0 1 3 4

−� �� � � �
=� �� � � �

� �� � � �
                                                        

                   
��   = 
1 2 2 1 8 5

0 1 3 2 3 2

− −� �� � � �
=� �� � � �−� �� � � �
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&������% ������ 	 �����# , �� 	��% �
 � 
�.
)��	����	 3. 
&	�	�	����	%� � ���
����� �����	� !�����	�	��	

"��
 ���������
 �����# � n-�� !������ �� 	�������"
�����#� � ���� �	 !������: 

��=��=�
&���	�. &���%

2 5 1 0
,

3 4 0 1
A E

� � � �
= =� � � �−� � � �

                      
2 5 1 0 2 5

3 4 0 1 3 4
AE A

� �� � � �
= = =� �� � � �− −� �� � � �

1 0 2 5 2 5

0 1 3 4 3 4
EA A

� �� � � �
= = =� �� � � �− −� �� � � �

)��	����	 4. 
&�����	�	��	 ���� �	��	� � �����# ���	� ������%��

��	��
 �����#	. 
&���	�. &���%  

2 2

2 2
A

� �
= � �
� �

,
2 2

2 2
B

� �
= � �− −� �

  - �	��	� 	 �����# . 

         
� ����� !�����	�	��	: 
                                                           

2 2 2 2 0 0

2 2 2 2 0 0
AB

� �� � � �
= =� �� � � �− −� �� � � �

 = N- ��	��� �����#�. 

            
������� ������, 	�� ��
=N, �� ��� �	 ������	�, ��� �=0
�� 
=0 (��	� 	 �����# ). 



10 

4. ����	�	��	 � ��	!	�%. 
��� � ���������� �����#� � #	�	 ���� m>0, ��

�������� �!	��#�� ����	�	��� � ��	!	�% !� !�����: 
�

m=������� – ��	 m������		
, ���� � �. 
��!���	�, ��

1 3

2 0
A

� �
= � �
� �

, 2 1 3 1 3 7 3

2 0 2 0 2 6
A

� �� � � �
= =� �� � � �
� �� � � �

.                                                   

5. ,����!���������	 �����#  – ��� !	�	�	�	��	

�	�	���� �����# ����� �������, ��� ������ ����������
����#���, � ����#  – ��������. &�� ���� �	�	�� 

!	���
 ������ ���������� �	�	����� !	����� ����#�, 
������ ������ ���������� ���� � ����#�� �  �. �. 
&���	�. ���� �����#�: 

2 3

2 1 0

3 4 5
A ×

−� �
= � �−� �

*������	%�� � �����!����������
 �����#	
 ���	�: 

3 2

2 3

1 4

0 5

TA ×

−� �
� �= � �
� �−� �

. 

2��
���� �!	��#�� �����!����������: 
1) (�)=�;                            2) (	�)= 	� ;
3) (�+
)= �+
;               4) (�
)=


��
.

6. *���	 ���
���� ��	�� �����#. 
1) �+
 = 
+�;      
2) �+
+�=(�+
)+�=�+(
+�); 
3) 	(�+
)=	�+ 	
;            4) �(
+�)=�
+��; 
5) (�+
)�=��+
�;           6) 	(�
)=(	�)
=�(	
); 
7) �(
�)=��(
�);               8) �
�
� � ���	� ����	. 
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(�3���� ,�&*�45 )+�+-

1. 2�����%�	 �����#� ����	������ 452 � 454. 
� !�'��	 �������%� 	 �	�	�� ���������
 �����# 

� �	�	�� 32x � �����#��. 

(	'	��	: *�������� �	�	� +- �����#� ����	������ 452.  

&���% �  =

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−

−

54

43

32

21

. 

*�������� �	�	� � �����#� ����	������ 4�4. &���%


=

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−−−
−

−

0201

9988

7766

5433

.  


 – ���������� �����#�
�	�	��   ��������: 0,9,6,3 44332211 =−=== aaaa . 

.	�	�� ,432 =a �	�	�� ,832 −=b

2. ��� �����# : 

.
512

112
,

001

000

111

,
10

21
,

23

12
��
�

�
��
�

�
=

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

=��
�

�
��
�

�
=��

�

�
��
�

�

−
−

= DCBA

   �) ������	 �����# , �� ����� � �������� !�����	���
���	��	 � � �����	 ����� �����#.  
   �) ������	 �����# , �� ����� � �������� !�����	���
�����	��	 � � �����% !�����	�	��	. 

(	'	��	:  



12 

�) �
, 
�, �D, 
D – ������� 	 !�����	�	���, 
������	�� 	 �� !�	���	�� � �����#. � �����
�
=

��
�

�
��
�

�
=��

�

�
��
�

�

⋅−+⋅⋅−+⋅
⋅−+⋅⋅−+⋅

=��
�

�
��
�

�
⋅��
�

�
��
�

�

−
−

43

32

1)2(230)2(13

1)1(220)1(12

10

21

23

12
.   


�= ��
�

�
��
�

�

−
−

=��
�

�
��
�

�

−⋅+−⋅⋅+⋅
−⋅+−⋅⋅+⋅

=��
�

�
��
�

�

−
−

⋅��
�

�
��
�

�

23

58

)2(1)1(03120

)2(2)1(13221

23

12

10

21
. 

�D= ��
�

�
��
�

�

−
−

=��
�

�
��
�

�
⋅��
�

�
��
�

�

−
−

712

312

512

112

23

12
. 


D= ��
�

�
��
�

�
=��

�

�
��
�

�
⋅��
�

�
��
�

�

512

1136

512

112

10

21
. 

D�= ��
�

�
��
�

�
=
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

⋅��
�

�
��
�

�

327

323

001

100

111

512

112
. 

�) 2��� ���% ����� �����# � � 
. � ����� �����:

�+
 = ��
�

�
��
�

�

−
=��

�

�
��
�

�

+−+
+−+

=��
�

�
��
�

�
+��
�

�
��
�

�

−
−

13

13

1203

2112

10

21

23

12
. 

3. ��
�� �����#� �, �� ������
 3Α−4Χ=2( )
� , 	��

.

22

31

12

,

211

212

123

214

,
1222

1103

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−

−
=

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

−
−

=��
�

�
��
�

�

−
−

= �
�
. 

(	'	��	: � �����
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�2=

                       

2-    7  

1-    1

5     6   

3     5   

      2    2

3     1  

      1 -    2  

  

2-    1      1

2      1-   2

1      2     3

2      1     4

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

−
=

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
⋅

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

.   

,����!�����	� !���	���" �����#�:  

( ) ��
�

�
��
�

�=

�
�
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−
=

 2-   1-   5     3  

7     1-   6    5  

2-  7   

1-   1 

5     6  

3     5  
T

T
BC

   

�   � �����  

2( ) ��
�

�
��
�

�

−−
−

=��
�

�
��
�

�

−−
−

=
42106

1421210

2153

7165
2TBC .  

�� �����	��� �	��	�, ���  

.
7440

1151219

42106

1421210

3666

3309

42106

1421210

1222

1103
3)(234

��
�

�
��
�

�

−−
−−−

=��
�

�
��
�

�

−−
−

−��
�

�
��
�

�

−
−

=

=��
�

�
��
�

�

−−
−

−��
�

�
��
�

�

−
−

=−= 
�A�

*����� ��
�

�
��
�

�

−−
−−−

⋅=
7440

1151219
4
1X . 
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�	����
��� ��� ���������
������ �
�
���

 1. 6�����%  ����	�����% �����#, ��!����% ����	��	
�	�	���� �����#: ., 3213,21 cba

.

4322

1121

2427

3325

,
201

211
,

14

23

11

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

−−
−

−−
−−

=��
�

�
��
�

�

−
−

=
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−= �
�

2. �� !�	���	�� � �����# � ����% �	, ����� 	 �����
�����% � !���	��� �����������	. � ����% �����# , 
����� 	 ����� !	�	������% � !�����	��� �����	��	. 
� �����% �����#� 2�-
:
  

1)       .
222

102
,

6311

546

542

,

314

522

131

��
�

�
��
�

�−
=

�
�
�

�

�

�
�
�

�

� −
=

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−

−
= �
�

2)     ( ) .

01

20

02

,

11

23

32

,321
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−

−
=

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

== �
�

3)     ( ).161,

001

002

022

,

1

6

2

,

200

010

111

=
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

=
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

=
�
�
�

�

�

�
�
�

�

� −
= D�
�

3.  �� ���� � �����# +, � � 2 !���	���% � !��	��	

���
���: 

.
13

13
,

23

02
,

14

23
,)()()2

.))(1

��
�

�
��
�

�

−
=��

�

�
��
�

�

−
=��

�

�
��
�

�==

+=+

CBA����BCACAB

BABA 

4.  �� ������ � �����# +, � � 2 !���	���% � !��	��	
���
���: 
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.
40

23
,

13

13
,

14

30
,)()2

),()()1

��
�

�
��
�

�
=��

�

�
��
�

�

−
=��

�

�
��
�

�
==

++=++

�
������
�


CBACBA



5.  �� ������ � �����# +, � � 2 !���	���% � !��	��	
���
���: 

.
52

11
,

30

41
,

21

03

,)()2,)()1

��
�

�
��
�

� −
=��

�

�
��
�

� −
=��

�

�
��
�

�

−
=

+=++=+

�
�����


�
����
�
� 

6. &�����	��� ������� 	 �	
�����: CAB  −)(3 ,  	��

.
297

163
,

11

21

10

21

,

1210

2113

1121

��
�

�
��
�

�

−
−

=

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−
−

−
−

=
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−

−−−
= �
� . 

7. ��
�� �����#� �= ( ) ( )�
C +⋅−1 , 

	�� .

1102

108117

1127

131367

,
1927

0136
,

11

11

01

21

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−
−−

−
−

=��
�

�
��
�

� −
=

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−−

−

= �
� . 

8.  � �����% (2+)·(�2),  

	�� ( ) .

1

0

1

,
302

310
,21

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�−
=��

�

�
��
�

�
== 
��

1.3.  	�
�
���
�� ���������� �������

/����
 ���������
 �����#	 ����� !�������% �

�����	�����	 ����, � ����	��	 !� �!�	�		�����

!�����. ��� �����#� ,2,)( == naA nnij �� 		
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�!�	�	��		� ��� ��	��� ����, ������	 � ����	��� !�
$����	: 

                          (1.2.1.).21122211
2221

1211
2 ����

��

��
−==∆     

��!���	�, �� �����# ��
�

�
��
�

� −
=

43

21
� �!�	�	��	%  

.102341
43

21
2 =⋅+⋅=

−
=∆

(��������� ���������" �����#� ��	�%	��  !������:  

.

333231

232221

131211

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

=
���

���

���

�

*!�	�	��		� �����# ��	�%	�� !������

��� ��	��� ����, ������	 � ����	��� !� $����	: 

11 12 13

3 21 22 23 11 22 33 12 23 31 13 21 32

31 32 33

13 22 31 11 23 32 33 12 21.

� � �

� � � � � � � � � � � �

� � �

� � � � � � � � �

∆ = = + + −

− − −
������. � �����% �!�	�	��	% ��	�%	�� !������:  

.

432

211

312

3

−

−
=∆

�������.
.1941)1(32231)2(331)2(2)1(4123 =⋅⋅−−⋅⋅−⋅−−⋅⋅+−⋅−+⋅⋅=∆

-��� !�����% !����� �� � ���	���

�!�	�	��	� "���� !������, ��	�	� !�����	 ������
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ijM � ��	�����	����� ��!��	��� �	�	��� ija ���������


�����# nnijaA )(= . 

1������ ijM �	�	��� ija �����#  n-�� !������

��� ��	��� �!�	�	��	% (n-1)-�� !������, !���	�� 
 ��
�����# + � �	�������	� i-
 ������ � j-�� ����#�.  

+�	�����	���� ��!��	��	� ij� �	�	��� ija

�����#   n-�� !������ ��� ��	��� 	�� �����, ���� 
 ��

������ ji +− )1( , �� 	��% .)1( ij
ji

ij MA +−=
������. ���� �����#� ��	�%	�� !������: 

.

352

143

021

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−

−
=A

��
�� ����� 1211, MM � ��	�����	���	 ��!��	���

., 1211 AA
�������. � �	������ !	���" ������ � !	�� 
 ����	#, 

!����� ����� .7512
35

14
11 =−==�   � �	������

!	���" ������ � �����
 ����	#, ��
�	� �����

.11
32

13
12 =

−
=� ,����

.11)1(,7)1( 12
3

1211
2

11 −=−==−= ����

�����. .11,11,7,7 12121111 −==== ����

)� !����� � ���	��� �!�	�	��	� n-�� !������
!���	� ���	���	��	 �	��"�	
 �	��	� . 
������  �������. *!�	�	��	% ���������
 �����# 

���	� ����	 !�����	�	��
 �	�	���� "��
 ������

(����#�) �� �����	�����"��	 ��	�����	���	 ��!��	���. 
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ininiiii

nnnn

n

n

AaAaA�

���

���

���

+++==∆ �

�

����

�

�

2211

21

22221

112

 , 

��	 i=1,2,…,n.  

.�� $����� ��� ��	��� �����	��	� �!�	�	��	�

!� �	�	���� i-
 ������. +�������� ��		� �	���

�����	��	 !� �	�	���� j-�� ����#�: 
,2211 njnjjjjj ������ +++=∆ � � � j=1,2,…,n.   

6�	����� � �!���	������� �	��	� �� !���	�	

�!�	�	��	� ��	�%	�� !������, ������� 	�� !� �	�	����
!	���
 ������. 

.

)(

)()(

)1()1(

)1(

312213322113312312332112233211

3322113122322113

31233321122332332211
3231

2221
13

3331

2321
12

3332

2322
1113

4
1312

3
12

11
2

11131312121111

333231

232221

131211

���������������

��������

����������
��

��
�

��

��
�

��

��
�����

��������

���

���

���

−++−−

−=−

+−−−=

+−=−+−

+−=++=

&���	�� 
 ���	� ���!���	� � �!�	�		��	� .3∆
������ 1. � �����% �!�	�	��	% ���������
 �����# 

��	�%	��   !������:                                 
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.

431

523

102

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−

=�

�������. (������ �!�	�	��	% !� �	�	���� !	���


������ .57
31

23

43

52
2102 1312113 −=

−
−

−
=−+=∆ ���

������ 2. � �����% �!�	�	��	% �����# �	��	�����

!������: .

6000

6100

1320

5213

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

−
−

=�

�������. (�����	� �!�	�	��	% �����
 �����# !�

�	�	���� !	����� ����#�

.305123
50

61
23

500

610

132

)1(30003 2
413121114 =⋅⋅⋅=⋅⋅=

−
−=+++=∆ ����

)��	���, ��� �!�	�	��	% ���	� !�����	�	��"

�	�	����, ������� �� �����
 ��������. � �����	, 
	�� ���������� �����#� ��		� !�� �����
 �������%"

�� ��� �	
 �	�	�� ���� 	 ��", �� 		 �!�	�	��	%
���	� !�����	�	��" ���	 �����
 ��������

                     .

00

0
332211

222

11211

nn

nn

n

n

aaaa

a

aa

���

�

�

����

�

�

=
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�������� �	�
�
���
�
�

(��������� ���
���� �!�	�	��		
, ����� 	 �����
�������% � !����%" �	��	� ��!���. 
1. &�� �����!���������� �����# 		 �!�	�	��	% �	

�	��	���. �� ����� ���
���� �	��	�, ��� ��	 ���
����, 
�$����������� 	 �������	%�� �����, �!���	��� 
� �������	%�� ����#��. 

2. ��� ��	 �	�	�� ����
-��� ������ ��	"� ����

������	%, �� 	�� ����� � �	��� �� ����

�!�	�	��	�: 

.

333231

232221

131211

333231

232221

131211

���

���

���

���

���

���

λ
λλλ

=

3. &�� !	�	�������	 ���� ����� �����# 		

�!�	�	��	% �	��	� ���� �� !������!���� 
.
4. *!�	�	��	%, ��	"��
 ��	��" ������, ���	�

��".
5. ��� �!�	�	��	% ��		� ��	 �������� 	 ������, ��

�� ���	� ��".
6. ��� �!�	�	��	% ��		� ��	 !��!��#����%� 	

������, �� �� ���	� ��".
7. ��� ��	 �	�	�� ����
-��� ������ !�	������"�  

����� ���� ����	� �, �� �!�	�	��	% �����

!�	�������% ��� ����� ���� �!�	�	��		
: � !	�����
� �����	�����"�	
 �����	 ����� !	�� 	 ����	� 	, �
� ������� – ���� 	, ����%� 	 �	�	�� �	 �	, ��� � �
������� �!�	�	��	�: 

+=
+
+
+

333231

232221

131211

33323131

23222121

13121111

��

��

��

��

��

��

α
α
α

βα
βα
βα

.

333231

232221

131211

��

��

��

β
β
β
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8.*!�	�	��	% �����# �	 ���	�����, 	�� � �	�	����
����
-��� ������ �����# !�������% �	�	�� 

�����
 ������, �����	�� 	 �� ���� � �� �	 ����.   
9. 2���� !�����	�	��
 �	�	���� ����
-��� ������

�����# �� ��	�����	���	 ��!��	��� �	�	����

�����
 ������ ���
 �����# ����� ��". 
10. *!�	�	��	% !�����	�	��� ���� �������� � �����#

���	� !�����	�	��" �� �!�	�	��		
. 
)()()( BAAB ∆∆=∆ , ��	 �,
- �����# n-�� !������. ,� 	��%

	�� ���	 �
 
�≠ ,  ).()( 
��
 ∆=∆
&���	�	�� 	 ���
���� �!�	�	��		
 ��!�%��"��� !��

�� � ���	���. 
������ 3.   � �����% �!�	�	��	%  �����# 

.

3012

1230

2141

3201

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

−
−−

=�

�������. � !���� !�	�����������, ����� 	 !�

���
���� 8 �	 ���	��� �	���� �!�	�	��	�: !	���"
������ !������� �� �����
, �, �����	���" �� 2, � ��	�
�� !��	��	
 ������: 

.102

341

123

514

3410

1230

5140

3201

−=
−−
−=

−−
−

=∆

*!�	�	��	% ��	�%	�� !������ ����� � �����% !�

�!�	�		��" �� !�������% !���	�	��	 ���
���� 8:
��	�%" ������, �����	���" �� 4, � ����	� �� !	���


������, �����	���" �� 3 � ��	� �� �����
, !�����
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.102)3(34
47

11
217

341

8140

17170

−=−⋅=⋅⋅=
−−

=∆

����
�� ��� ���������
����� ������

� �����% �!�	�	��	�: 

1) 

10933

4322

2211

2311

−−
−−
−
−−

        

         

2) 

4894

1541

51595

3963

−
−

−−−
−

3)  .

30105

64138

2044

2194

−−−
−

                

 4) 

46111

5530

2417

3102

−−
−

−
−

*��	� :  1)24;    2)0;     3)10;  4) 0. 
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1.4 ������� �������

&���% ���� ���������� �����#� �, �!�	�	��	%

(�	�	�������) ������
 ����	� �� ���, �� 	��% �=det A�

0.
*������
 � � �����#	
 ��� ��	��� ����� �����#� �

-1, ��
������
 � !���	��� �����	: 
��

-1= �-1
�= �, ��	 � – 	�������� �����#�. 

7����� �� � ���	��� �������
 �����# !����	���

�	��"��� �������: 
1. C������� �����#� �� ��	�����	���� ��!��	��


�����	�����"��� �	�	���� �����# +: 
         �11    �12  ...   �1n


 =  �21    �22   ...   �2n 

        . . . . . . . . . . . . . 
        �n1    �n2    ...  �nn

2. ,����!�����	� �����#� 
 � !����	� �����#� �*,
������� ��� ��	��� !����	���	���
 � �����#	 �:

                 �11    �21  ...   �n1

                          �*= 

 =   �12    �22    ...   �n2 

             . . . . . . . . . . . . . 
                 �1n    �2n    ...  �nn

3. &	�	������ �����# + � +*, !�����: 
             �11    �12  ... �1n          �11      �21  ...   �n1                      

�*� = ��*=     �21      �22  ...   �2n     �    �12       �22   ...    �n2      =     
            . . . . . . . . . . . . .          . . . . . . . . . . . . . .               
            �n1    �n2  ...   �nn          �1n     �2n   ...  �nn                                      

                         �     0   ...  0 
       =   0     �   ...  0 
             . . . . . . . . . . . 

                         0     0   ...  �   , �=det A.
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)�	�% � ���!�%������% �	��	��
 ��!���: 
����� !�����	�	��
 "��
 ������ �� �����	�����"��	

��	�����	���	 ��!��	��� ����� �	����	 �!�	�	��	�. 
� ������� ���
���� 89 �!�	�	��		
, �����

!�����	�	��
 �	�	���� ������ �!�	�	��	� ��

��	�����	���	 ��!��	��� � �����
 �����	 ����� ��". 
4. (���	�� !�	� ���		 ���	����� �� �	�����

�!�	�	��	� �=det A � � !����
 ����� !�����

	�������" �����#� �: 

*

det

AA
E

A
= , �	�����	%��, �������� �����#� � � ���	�: 

*
1

det

A
A

A
− =

�� �����#  3-�� !������ �������� �����#�: 
              

                   �11       �12     �13   


                         �-1 = 1/�     �21         �22     �23

               �31       �32    �33

������ 1. 
��
�� �����#�, �������" � �����#	

                                      
4 5

2 3
A

� �
= � �
� �

. 

*!�	�	��	% �����
 �����# � = 2. +�	�����	���	
��!��	��� �	�	���� ���� . 
�11= 3,   �12= -2,   �21= -5,   �22= 4. 
2	�����	%��,            

1 3 2 3 51 1

5 4 2 42 2

T

A− − −� � � �
= =� � � �− −� � � �

. 



25 

)��	���, ��� �� �����# ������� !������

�������� �����#� !�������, 	�� � !����% �	��"��	
�	
�����: 

1.  � �����% �!�	�	��	% 9 : 0; 
 2. !��	���% �	����� �	�	�� �����
 ��������; 
            3. ���	���% ����� �� !������!���� 	 � �	�	����
�����
 ��������. 
     
,� 	��%, 	�� �������� �����#�  

�11   �12 

     � =                   , � � 0, 
�21  �22 

                 
       �22   -�12 

�� �������� �����#�   �-1 =1/�  
       -�21   �11 . 

� ���	��	 �������
 �����# �	�	�

��	�����	���	 ��!��	��� ���������� ���������� ��

�����#, !������ ����� � n ! 3.  
�� ����� �����# ��!�%��	��� !��	� � !���	�	��	�

�	�	����� � !�	����������
 ����� �����# .  

*!�	�		��	: "���������#�� ����$��%�����&�� ����'

(����$(��) �����(# ��%#��)��& ��� *)+��

����$��%�����&:  
1.�����	��	 i–
  ������ (����#�) �� ���� K � 0; 
2.!�����	��	 �  i–
  �����	 (����#�) j-
  ������
(����#�),  �����	���
 �� ����  K;   
3.!	�	�������� i–
  �  j-
  ����� (����#��) �	�����. 



26 

+������ !�����	��� �������
 �����# � !����%"

�	�	����� � !�	����������
 ����� �����# : 
1. / �����
 �����#	 + !��!����% �!���� 	�������"

�����#�

          �11    �12  …  �1n       1   0  …  0 
                  �1   =    �21    �22  …  �2n       0   1  …  0 

             ……………………………………… . 
          an1    �n2  …  �nn        0    0  …  1 

     2. *��	���	���" �����#� �1 � !����%" �	�	����� �

!�	����������
 !���	��� � ���� �2. 

           1   0  …  0     b11    b12  …  b1n

                  �2 =       0   1  …  0     b21    b22   …  b2n

                 ……………………….……………     . 
           0   0  …  1     bn1    bn2  …  bnn

   
3.   *������� �����#�  A-1

���	� ��	�% ���: 
            b11    b12  …  b1n

                           �-1   =       b21    b22  …  b2n

                 ……………………     . 
           bn1    bn2  …  bnn

&���	�:   ��
�� �����#�, �������" � �����#	: 
             3     2     -1 

                               �1    =     1     0      2
             5    -3      1 

(	'	��	:  2������� ���	���	���" �����#�. 6������ 2-"
������ �� 2, � ��	� �� 1-
 ������; � ������� �� 5 � ��	�
�� 3-
 ������.   

          3     2     -1     1      0     0 
                        �1 =    1     0      2       0      1      0   ; 

          5    -3      1     0      0     1 
2-"  ������ ������� �� 5, � ��	� �� 3-
 ������: 
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            1     2     -5     1     -2      0 
    �2 =     1     0      2     0     1       0   ; 

             0    -3     -9     0     -5     1 

� �2: 1-" ������ � ��	� �� 2-
 ������: 
            1     2     -5     1     -2      0 

                        �3 =     0    -2      7    -1        3      0   ; 
             0    -3     -9     0     -5      1 

� �3: 3-" ������ � ��	� �� 2-
:
            1     0      2     0      1      0 

                        �4 =     0     1     16   -1       8     -1   ; 
            0    -3     -9     0     -5      1 

� �4: 2-" ������, ������� �� 3 � !������� � 3-
:    
1     0      2      0      1      0 

     �5 =     0     1     16    -1      8     -1    ; 
             0     0     39   -3     19     -2 

�� ���� ���!	 � ���	��
 ����� �������% �������	 ��

��, ��� �	����� �!�	�	��	� �������
 �����# 

�(�)=39. ,� 	��% ����� ����	�����% !���	�������"

!���	��� !����%����� � ���	��
.  
� �5: 3-" ������ ����	�� �� 39:                         

            1     0      2      0      1       0 
      �6 =     0     1     16    -1      8      -1      ; 

           0     0      1   -          - 

� �6: ������� 3-" ������ �� 2, � ��	� �� 1-
 ������, �, 
������� 3-" ������ �� 16, � ��	� �� 2-
 ������: 

           1    0    0               

       
                        �7 =     0    1    0              -

                                                          . 
            0    0    1   -         - 
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  �� �7�	��	� �������� �����#�: 
             

   6     1      4 
                               �-1 =1/39    9     8     -7 

   -3   19    -2      .

&���	��� !����%����� � ���	��
: 

      6     1     4         3     2    -1 
            �-1

� � =1 /39   9     8    -7   �    1     0     2        = 
                                    -3   19    -2        5    -3     1 

        39    0     0           1     0    0 
           =  1 /39          0     39    0    =    0    1     0     =   �. 

                           0     0    39          0     0     1

1.5.  �
�
��
 	����
���� ���������  ����
���

   
        &���% ��	��	��� �	'��% �����	��	 ��=
 , ��	 �, 
, �
– �����# . ��� � �����, ��� det(A)≠0 , �� � �		

���	����	� 1−� . ,���� !�����	�	� ����	���	���	

!�	����������	 �����	���, ������� 	��" � !����"

����% �� �����#� 1−� . /��� 
 ��� ����	��	� ������	%
1−� �	�� �� ��������		
. &�����


���� ⋅=⋅⋅ −− 11 )( . &� �!�	�		��" �����# 

��� =⋅−1 , � �·Χ=Χ. ,���� �������, 	��� ����%

�����	��� !�	������	��� �	��"��� �������:

������� ⋅==⋅=⋅⋅ −− 11 )( . 

�	���	����� �����#� ��
�	��: �= 
� 1− . 

&���	� 1.  ��
�� �����#�  �,  
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	��
3 2 4 0

1 2 3 1
X

−� � � �
⋅ =� � � �−� � � �

               	��              3    -2                  4    0 
                                     1     2    � �   =   3   -1   .    

                
(	'	��	:     *��������:        
          

3 2 4 0
,

1 2 3 1
A B

−� � � �
= =� � � �−� � � �

                                
� �����:      �(�)=8    �    ��������

1 2 21

1 38
A− � �

= � �−� �
.

6������ �������	 ��������	 �����	��	 �	��  �� �
-1 , 

!�����

                        
2 2 4 0 14 21 1

1 3 3 1 5 38 8
X

−� �� � � �
= =� �� � � �− − −� �� � � �

.   
&���	���: 

3 2 14 2 3 14 2 5 32 61 1
1 2 5 3 14 10 2 68 8

32 0 4 01

24 8 3 18

− − ⋅ − ⋅ − +� � � � � �
⋅ ⋅ = ⋅ =� � � � � �− + − −� � � � � �

� � � �= =� � � �− −� � � �
           
,���� �������,  ���	�: 

                                          
14 21

5 38
X

−� �
= � �−� �

. 
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&���	� 2. ��
�� �����#�   �, 	��
7 3 1 2

2 1 3 4
X

−� � � �
⋅ =� � � �
� � � �

(	'	��	:  *��������
7 3 1 2

,
2 1 3 4

A B
−� � � �

= =� � � �
� � � �

    � �����   �(�) =1 � ��������

1 1 3

2 7
A− −� �

= � �−� �
   
�������	 �����	��	 ������� �!���� �� �

-1 , !�����
1 2 1 3 5 17

3 4 2 7 5 19
X

− − −� � � � � �
= ⋅ =� � � � � �− −� � � � � �

&���	���: 
5 17 7 3 35 34 15 17 1 2

5 19 2 1 35 38 15 19 3 4

− − + − + −� � � � � � � �
⋅ = =� � � � � � � �− − + − +� � � � � � � �

 . 
2	�����	%��, �	'	�� �	���: 

*��	�:    
5 17

5 19
X

−� �
= � �−� �

�	����
��� ��� ���������
������ �
�
���

&�������% �������" �����#� �� �	��"��� �����#: 
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         2. .

111

131

112
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�

� −
=�    *��	� �-1= .

732

110

422

2

1
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�
�
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�
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�
�

�

�

−−
−
−

         3. .

121

111

117

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−=� *��	� �

-1= .

8133

880

033

24

1

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−−
−−

−
−

                      1   0   3   2  
        4. � =   -2   1   1  -1  
                      3  -2   0   4 
                     -1   1   2   1 

                     1   -2    0   3  
        5. � =   0    1    2  -1  
                     2  -3    4    0 
                     1  - 1  -2   2 
   
6. (	'��% ��������	 �����	��	 ��
=�, 	��

.
01

11
,

11

01
,

53

32
��
�

�
��
�

� −
=��

�

�
��
�

�

−
=��

�

�
��
�

�

−
−

= �
�

*��	� �= .
32

53
��
�

�
��
�

�

−
−

7. (	'��% ��������	 �����	��	 ��=
, 	��

 .
10

21
,

32

11
��
�

�
��
�

�−
=��

�

�
��
�

� −
= 
� *��	� �= .

32

73

5

1
��
�

�
��
�

�

−
−

8. (	'��% ��������	 �����	��	 ��=
, 	��
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 .
21

17
,

21

11
��
�

�
��
�

�
=��

�

�
��
�

�−
= 
� *��	� �= .

30

813

3

1
��
�

�
��
�

�−

9. ��
�� �����#� X, 	��: 
     1   -2        2     0 

                                � �              =    1    -3     ,  
     3   -5        2     1 

10. ��
�� �����#� X, 	��: 
 1   2   1          2    -1    3 

                       � �     -1   3   1  = 
      1   2   2          0    2     1     . 

1.6.     ���� �������
  &���% ������ !������%��� �����#�

�= .

21

22221

11211

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

mnmm

n

n

aaa

aaa

���

�

����

�

�

. 

�� �	�	���� �����# , ���!���	�� � ��

!	�	�	�	��� �	����� �  ' ����� �  '  ����#��, �����
���������% �!�	�	��	%  '-�� !������, ����� 


��� ��	��� ������� '-�� !������ ���
 �����# . 

��!���	�, −
3433

1413

2221

1211 ,
��

��

��

��
����� �������

!������, −

333231

232221

131211

���

���

���

����� ��	�%	�� !������. 

*�	�����, ��� !������ ������	���� ������ �	�%'	 ��
���	� ����	�%'	�� �� ���	  m, n.  
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������. ���� �����#� �= .

100

141

201

312

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−
−

��!����% �����

������ ��%'��� !������.   
�������.  2�� 
 ��%'�
 !������ ������ �� �����

�����# �=3. *���� �� ������� 3-�� !������ ���	���

����� ,

141

201

312

−
− ���������� 
 �	�	����� !	�� �

��	� �����. �����	 �	 ����� ��!����% 4 ������ 3-��
!������, !��	�����	%�� � �	������ !� ����
 �����	. 
���� ������.  ��� � �����#	 ��	�� ������� !������  r  
��		���  ���� � ����, ����� 
 �� ���, � ��	 ����� 
!������ k>r  ���� ��", �� ���� r  ��� ��	��� ������
�����# .  

��� �����#� ���������� � 		 �	�	������� �	

���	� ��", �� ���� �����# ���	� 		 !������.  
��!���	� , !���% +- �����#� 3-�� !������:

�= .

021

203

011

�
�
�

�

�

�
�
�

�

� −
  Det(A)= .06

021

203

011

≠−=
−

&�

�!�	�		��" ����  r=3 . 

������. *!�	�	��% ���� �����# �= .

4202

0132

2101

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−

−

�������. *�	�����, ��� � ���	���	 ������ 2-��� !������, 

�������� �� ���, ����� ����% ����� .03
32

01
≠= ��	
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�����  3-	�� !������ ���� ��", ��� ��� ��	�%� ������
!��!��#����%�� !	���
. )����� r=2.
     � ���	��	 ����� �����# �	!���	����	��� !�

�!�	�		��" ���	��� ���������� � !������ ����������

!��	�, �������� 
 �� �	�	����� � !�	������������

�����# . 
.	�	����� 	 !�	����������� �����# �!�	�		� �

!����	 1.4. 
            1����# , !���	�� 	 ���� �� �����
 !�� !�����
���	����� ���� �	�	����� � !�	����������
, 
��� ��"��� ������	��� ��. �� ������	��� � �����#
� !���	��� �	��	��, ������" !������� �	�

�������	%����. 
������. .�����	��� 	 �����# ��	"� ���� � ��� �	

����. 
     &�����	��	 ������	��� � �����# � !���	�	��	 ���

�	��	� !�����	� ��!�%�����% �� � ���	��� �����

�����# �	��"�		 !�����: � !����%" �	�	����� �

!�	����������
 !���	��� �������" �����#� �

��	���%���� ����, ���� �	��	� � ����� ������
 ���	�
����� ����� �����
 �����# .  

������1. ��
�� ���� �����# �= .

413

112

301

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

    

������	. 6������ !	���" ������ �� ��� � � ��	� ��

�����
 ������, ���	� ������� !	���" ������ �� ��� �

� ��	� �� ��	�%	
 ������, !����� ������	����"

�����#� , � ������
 �� ��	�%	
 ������ � ��	� �����":



35 

�~
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−

510

510

301

~
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
000

510

301

(��� !��	��	
 �����# , �, 

������ � �����
, ���	� 2, ��� ���  �2 .01
10

01
≠==

������2. ��
�� ���� �����# �= .

0422

1103

3121

0211

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−
−

−
−

  

�������. &	���" ������ !������� �� �����
 �����	, 
������� �� 3  � ��	� �� ��	�%	
 ������, ������� �� 2,  
� ��	� �� �	��	���
 ������. &����� �	��"��"

�����#�, ������	����" �����
: �~ .

0000

1530

3310

0211

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−−

−

�

���
 �����#	 �����" ������ ������� �� 3 � � ��	� ��

��	�%	
: �~ .

0000

101400

3310

0211

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−−

−

�� !��	��	
 �����# 

����, ��� ����� ��	�%	�� !������ �3 =

.014

1400

310

211

≠−=
−

−
��	 �	 ����� �	��	�����

!������ ����  0, !������ ���� �����
 �����# ���	� 3. 
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�	����
��� ��� ���������
������ �
�
���

  
��
�� ����� �	��"��� �����#:

.

2021

3010

1201

3234

,

1042

801

521

320

,

6300

1312

5012

,

301

230

121

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−
=

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

� −

=
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−

=
�
�
�

�

�

�
�
�

�

� −
= ,�
A

*��	� : r(A)=3, r(B)=3, r(C)=2, r(,)=4. 

2.�
�
��
 ����
� ���
����  ����
���

2���	�� ��	
� � �����	��
 – ��� ����	�� ����: 

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

b������

=⋅++⋅+⋅

=⋅++⋅+⋅
=⋅++⋅+⋅

�

��������������

�

�

2211

222121

11212111

22

              (2.1) 

��	 m �����	��
 � n �	���	��� �� −iji a� , ���� – 

���$$�#�	�� !�� �	���	��� �, −ib ����, ��� ��	� 	

������� �� �	����. 
     (	'	��	�  ����	� �����	��
 (2.1) ��� ��	���
������!����% �����

���	 ,,,, 2211 nn��� ααα === � ����� 	 ������"�

��	 �����	��� ����	� � ����	����.  
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     ��� ����	�� ��	
� � �����	��
 ��		� ���� � ����
�	'	��	, �� ��� ��� ��	��� ����	����
. � !��������

����	 ��� ��� ��	��� �	����	����
.  
     2���	����� ����	��, ��	"��� 	������	���	 �	'	��	, 
��� ��	��� �!�	�		���
, � ����	��, ��	"��� ��		

������ �	'	���, �	�!�	�		���
. ��	 ����	� ��	
� �
�����	��
 ��� ��"��� ������	��� ��, 	�� ��� ��	"�
���� � �	 �	 �	'	���. )�!�'	� ����	�� (2.1) �
��������
 $���	. �� ����� ��	�	� �������	���: 

.,, 2

1

2

1

21

22221

11211

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

=
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=
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=
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x
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X
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���
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����

�

�

,���� ����	�� (2.1) , ���� ��� !����� �����	���

�����#, !���	� ���:   �·�=
. 

2.1!��� ��  "���
��

(��������� ����� 
 ����
 ����	�  (2.1) , �����
�����#� +- ����������, �� 	��% ���� �����	��
 �����

���� �	���	��� � (m=n). ��� det(A):0, �� ���	����	�
�������� �����#� 1−� � �	'	��	 ����	� ���	� � �%

��
�	�� � ��������
 $���	:  
                                   .1 
�� ⋅= −                   (2.1.1) 
)�!�'	� ���	����� (2.1.1) � ����	������ ���	  

     ,0det,
det
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=
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(2.1.2) 



38 

)�	�% ijA - ��	�����	���	 ��!��	��� � �	�	����

�����# .ija   �� (2.1.2) �	��	�: 

.
det

1
)(

det
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12211111
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A
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����� ���	!����� 	 �������	��� ;=detA- �!�	�	��	%

����	� , ,

2
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1121
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n

n
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����

�

�

=∆ ��!�� ��	� ������ $�����

�� � ���	��� .1
1 ∆

∆= �
�   +�������� �� "��


�	���	����
 �' ��		�  

,
det

1
)(

det

1
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111211

2211

nnnnn

n

n

nnkkkk

abaa

abaa

abaa

A
bAbAbA

A
�

��

������

��

��

� =+++=

��	 ����	# ������� � �	��� ����� ��	��� '-�� ����#�
�����# ����	� .  ,���� �������, $���� /���	�� �
������
 ��!��� ��	"� ���: 
                         

)3.1.2(,,, 2
2

1
1 ∆

∆=
∆

∆=
∆

∆= n
n

�
�

�
�

�
� �

&����� �	'	��� ��	
��
 ����	� !� $������

/���	�� ������� � �	��"�	�: 
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1. � ����� �!�	�	��	% ����	� ;, � 	�� ; 0≠ ,  ��
!	�	����� � � ���	��" �!�	�	��		
 .'�∆
2. /��� 
 �!�	�	��	% ),...,2,1( nk�k =∆ ������	���

!��	� ���	� �-��� ����#� �����# ����	� ����#��

!��� � ����	
. 
3. &���	��� $����  (2.1.3.)  !����� �	'	��	. 

������. ��
�� �	'	��	 ����	� 
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-���.����. &�� ��	��	��� ���� �����	��
 �

�	���	��� � �	'	��	 ����	� �����	��
 !� $������

/���	�� � � !����%" �������
 �����# ����������

�����	����� � �	 !���	��"���. <�		 ����� � ���	���
�	��� 0�����, ��!�%��"��
   �	�	����� 	

!�	����������� � �����#��. 

2.2�
��� #� ���

     1	��� 0����� - ��� �	��� !��	�����	%� �

���"�	��
 �	���	��� � �  !����%" �	�	����� �

!�	����������
 ����	� , ��������
 � �	��"���

�!	��#���: 
1. 6����	��	 �� ���� =≠ 0 ��	�� ����	
 ������-

��� �����	���. 
2. &�����	��	 � ��	�� ������ ������-���

�����	��� �����	�����"��� ����	
 "����

������� �����	���, �����	����� �� ���� � �� �	
����. 

3. &	�	�������� �����	��
 �	�����. 
,���	 �	�	����� 	 !�	����������� �	 ���	��"�

�	'	��
  ����	� , ��	
��� ����	�� !	�	����� �

����	��, ������	����" !	�������%��
 ����	�	. 
�� !������ ���������� ������ ����	��  n  �����	��

� n  �	���	��� �� � �	� ����	���
 �����#	
 ����	� , 
�.	. det(A)≠ 0,  � ����	�� ��		� 	������	���	 �	'	��	. 

nnnn�n
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b������

b������

b������
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=+++
=+++

�

�������������

�

�

2211

2222121

11212111

                    (2.2.1) 



41 

&���% �� �!�	�		������ ���$$�#�	�� 011 ≠� . <��	�

�������% !	���	 �����	��	 ��  ����  
11

1

a

�i
i −=λ �

!�������% 	�� !��	��� � ������� �����	��" � ���	����

i=2,3,…,n. &����� ������	����" ����	�� , � ������
 �1

���	� ��%�� � !	���� �����	���. 
� ���	���	 ������� �����	��� ���%�	� ��, � �������

���$$�#�	�� !�� �2 �	 ���	� ��" � !����!�� ���������, 
���"��� �2 �� ��	� �����	��
 � ���	����  i = 3, 4, …, n.
&������� !��#	��, !��	  n-1  '���� !����� ����	��

����: 

,

33333

22222

11212111
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βαα

=

=++
=++

=+++

����������������
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(2.2.2) 

�����#� ������
 ��		� ��	���%� 
 ���: 
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        (2.2.3) 

)��	���, ��� � ���
 ���������
 �����#	 �	�	�� , 
������	 �� �����
 �������� �	 ���� ��", 

,0)det( 2211 ≠⋅⋅⋅= nnaA αα �   � ���� �����# r=n.

     �� ����	�  (2.2.2) !��	�����	%�� ��������� ��	

�	���	��� 	, ������� � .
nn

n
n� α

β=



42 

     +������ �	���� 0����� ������ !���	���%, � !����
�	�	����� 	 !�	����������� ��� �����#	
 ����	� �

!��!����� � �!���� ����#�� !��� � ����	
 (���
��� ��	��� ���'��	���� �����#�). (��'��	���� �����#�
!��������� � ��	���%���� ����, � ���	� 	��� ��
�� ��	
�	���	��� 	. 
������.  ��
�� �	'	��	 ����	� �	����� 0�����: 

�
�

�
	




−=++
−=−+

=++

244

52

1

321

321

321

���

���

���

.  

2������� ���'��	���" �����#� ����	� : 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−−

2144

5121

1111

. � ���
 �����#	 !	���" ������ � ��	�

�� �����
 �, �����	���" �� 4, � ��	� �� ��	�%	
. 
&����� ������	����" �����#�, �!�	�	�"��"

������	����" ����	�� �����	��
: 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−−
−−

6300

6210

1111

 - �����#� !����� ��	���%� 
 ���. 

&��	���� ������ �����# �!�	�	�	� �����	��	

.263 33 =�−=− �� ������ ������ �!�	�	�	�

�����	��	 .62 32 −=− �� &�������� � �	�� ,23 =�   

��
�	� .2462 −=+−=� &	���� ������ �����# ������	�

!	���	 �����	��	 .1321 =++ ��� &�������� � �	��

,2,2 23 −== �� ��
�	�  .12211 =+−=� ,���� �������, 

�	'	��	 ����	�  .2,2,1 321 =−== ���

������.   ��
�� �	'	��	 �	����� 0�����: 
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−=−++
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=+++
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4321
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4321
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����

����

    

� !�'	� ���'��	���" �����#� � ���	� !�������% 		 �

��	���%���� ����. 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−−
−−−
−−−−

=

41321

61132

42113

13211

� .  &	���" ������, 

�����	���" �� 3, � ��	� �� �����
 ������, �����	���"
�� 2 �� ��	�%	
 ������, !	���" ������ � ��	� ��

!��	��	
 ������. &����� �����#� 1� ~�.

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−−
−−−
−−−−

=

54110

87510

711740

13211

1� .  � �����#	 1� �����"

������ ������� �� –1 � !	�	������ �	����� �����" �

��	�%" ������. 1����#� 2� ~�..

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−−

−−−
=

54110

711740

87510

13211

2� .  � �����#	 2� �����"

������, �����	���" �� 4, � ��	� �� ��	�%	
 ������, 
�����" ������ � ��	� �� �	��	���
 3� ~�.
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��
�
�
�

�
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�
�
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�

�

−−−
=

33600

39392700

87510

13211

3�   � �����#	 3� ��	�%" ������

����	�� �� 3, �	��	���" ������ �� 6 � !	�	������

�	�����. 1����#� 4� ~�.

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−−−
=

1313900

5.05.0100

87510

13211

4� . � �����#	 4�   ��	�%" ������

������� �� 9 � � ��	� �� �	��	���
 ������. 1����#�

5� ~�.

�
�
�
�
�
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�

�
�
�
�
�

�

�

−−−
=

2
17

2
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5

000

5.05.0100

87510

13211

� . � �����#	 5� !��	��""

������ ����	�� �� 2
17 . 1����#� 6� ~�.

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−−−
=

11000

5.05.0100

87510

13211

6� . 1����#� 6� �!�	�	�	�

����	�� �����	��
, ������	����" �������
 ����	�	: 

1
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132
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� ���
 ����	�	 14 =� , !�������� 	�� � ��	�%	

�����	��	. .032
1

2
1

3 =�=+ �� ��		 1,0 43 == ��

!�������� �� �����	 �����	��	: .187 22 −=�−=− ��     

&�������� � !	���	 �����	��	 1,0,1 432 ==−= ��� : 

.1131 11 −=�=+− ��

&����� �	'	��	   .1,0,1,1 4321 ==−=−= ����   

�� !���	��� !����%����� �	'	��� !�������� 	�� �

�������" ����	�� � ��	�����, ��� ��� ��
�	�� �	���. 

2.3.$���
������
 	���%������� ���
���� ����
�

 ����
���

� !�	� ���	� !������$	 � ��������	� ����	� , �
����� � ���� �	���	��� � ����� ���� �����	��
,    
det(A) 0≠ ,� ����	� ��	� 	������	���	 �	'	��	. &���%
�	!	�% ����	�� ��		� !������%� 
 ��� (2.1), ��	   m n≠ . 
0��� 
 ��!��� �� ���
 ����	�  – ��!��� � 		

����	�������, �� 	��% � ���	��������� ���� � ������

�	'	���. &� ����� !����� ��		��� �	��	�� /���	�	��- 
/�!	�. 
������. �� ����, ���� ����	�� ��	
� � �����	��


(2.1) � � ����	����, �	�������� � ����������, ���� 
����� �����# ����	� � 		 ���'��	���
 �����# � �

���� . 
/��$�� �����0. &���% ����	�� ����	�����, �� 	��%

���	����	� �	'	��	: 
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(��'��	���� �����#� ����	� :     

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

=

mmnmm

n

n

baaa

baaa

baaa

C

�

�����

�

�

21

222221

111211

. 

� �����#	 � �� !��	��	�� ����#� � ��	� !	�� 
, 
�����	�� 
 �� ,1α �����
, �����	�� 
 �� 1n −,...,2α
����	#, �����	�� 
 �� .nα

&����� �����#�

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

=

0   ...        

...    ...   ...    ...       ...

0     ...       

0     ...        

21

22221

12111

1

mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

C . 

.	�	����� 	 !�	����������� �	  ���	��"� ����

�����# � 	�� ���� �������
 �����# r(C)=r, �� ����  r 
( )1� ���	 ���	� r. 
,������.����0.  &���% ���� ����	�   r (A)  ���	� �����
���'��	���
 �����# r(C), r(A)=r(C)=r .  &� �!�	�		��"
����� �����# ���	����	� ����� !������ r, ����� 
 ��
���.  

&���% �� �!�	�		������ ����� ��		� ���: 

rrrr

r

r

aaa

aaa

���

�

�����

�

�

21

22221

11211

:0. 

2���	�� �����	��
 (2.1) !	�	!�'	� � ���	: 
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nrnrrrrrrrrr

nnrrrr

nnrrrr
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112211

211222222121

111111212111

   

(2.3.1) 

*���%� 	 �����	��� ����	�  (2.1) ���"���
��	
� �� �������#���� ���� !	�� � �����	��
. 
�	���	��� 	 nrr ��� ,,, 21 �++   ����� !�������%  ������ 	

����	���, �� ��� ��"� ������� ��. &�� ������

$������������ ����	��� ������� � �	���	��� � �����

� �����% �����	�����"��	 �	���	��� 	 ,,...,, 21 r���

����� 	 ��� ��"��� ������ �� �� ������ ��. ,	�
��� � ����	�� ��		� �	����	���	 ����	���� �	'	��


�, �	�����	%��, ����	����. ��� �	'�� (2.3.1), � �����%
��	 ������ 	 �	���	��� 	 �	�	� ������� 	, �� !�����
���		 �	'	��	. �� !������	 ���	������	 ����	� ��

����	������% !��������� � !����%" �	���� 0�����. 

������. ���	�����% �� ����	������% ����	��, ��!����%
���		 �	'	��	. 

�
�

�
	




=+++
=+−−
=−++

5343

322

245

4321

4321

4321

����

����

����
 .  

�������.
2������� ���'��	���" �����#� ����	� : 
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�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−−
−

=
51343

32112

21451

� . &	���" ������,  �����	���"

�� 2, � ��	� �� �����
, �����	���" �� 3 � ��	� ��

��	�%	
. 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−−−
−−−

−
=

149110

149110

21451

1� . � �����#	 1� �����"

������ � ��	� �� ��	�%	
, !�����: 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−−−
−

=
00000

149110

21451

2� .  �� �����# 2� �	��	�, 

��� ���� �����# ����	� � ���'��	���
 �����# 

�������� � ���	� 2 , ��� ��� ����� ,011
110

51
≠−=

−
�

��	 ����� ��	�%	�� !������ ���� ��". 1����#� 2�

�!�	�	�	� ����	��  

�
�

�
	




−+−=−
+−=+

432

4321

49111

425

���

����

.42542, 411
9

311
1

11
17

411
20

311
45

11
5

43231411
4

311
9

11
1

2 ������������ −+=−+−+−=−−=+−=
,���� �������, ��		� ����	���� �	'	��
 �����


����	� : 

411
4

311
9

11
1

2

411
9

311
1

11
17

1

���

���

+−=

−+=
-���		 �	'	��	. 2���	�� ����	����.   

)�	�% 43, �� ������� 	, �� ����� !�������% ������ 	



49 

����	��� � � ����������� �� ����� !�����% ����	���

������ � �	���	��� �  �1, �2. 
������.  ���	�����% ����	�� �� ����	������%

                 

�
�

�

�
�

	




=−+−
−=−+−

=+++
=−+−

53354

424

632

223

4321

4321

4321

4321

����

����

����

����

. 

�������.
(��'��	���� �����#� ����	� ��		� �	��"��
 ���: 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−−
−−−

−−

=

53354

42141

61132

21213

� .&	�	������ ��	�%" ������ ��

�	��� !	���
 ������.  

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−−

−−
−−

=

53354

61132

21213

42141

1� .&	���" ������, �����	���" �� 3, 

� ��	� �� �����
 ������; �����	���" �� 2, � ��	� ��

��	�%	
; �����	���" �� 4, � ��	� �� �	��	���
 ������.. 

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−
−
−

−−−

=

2151110

1451110

1451110

42141

2� . �����" ������ � ��	� ��

��	�%	
 � �	��	���
 ����� � ���	� !	�	������ �	����� ��	�%"

� �	��	���" ������.  
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��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

−
−−−

=

00000

70000

1451110

42141

3� . �� �����# 3� �	��	�, ���

���� �����# ����	�  (�	� ��	�� ����#� ������� � �	���) 
���	� 2, � ���� ���'��	���
 �����# ���	� 3 . &������
����	�� �	����	����. 

�	����
��� ��� ���������
������ �
�
���. 

1. (	'��% ����	� !� $������  /���	��: 

   
�
�

�
	




=++
=++

−=−−

2

43

22

321

321

321

���

���

���

.   *��	�: �1=0, �2=1, �3=1.

�
�

�
	




=−+
=+
=+−

22

52

3

321

31

321

���

��

���

.  *��	�: �1=3, �2=1, �3=1.

.

42

53

1

321

321

321

�
�

�
	




−=+−
−=+−

=++

���

���

���

*��	�: �1=-1, �2=2, �3=0.

2. (	'��% ����	�� �	����� 0�����: 

   .

12

6332

93273

48235

431

4321

4321

4321

�
�

�

�
�

	




=−+
=++−
=+−+
=−++

���

����

����

x���

*��	�:�1=1, �2=1, �3=2,�4=1.

3. ���	�����% �� ����	������%, ��
�� ���		 �	'	��	:  
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      .

4323

222

323

4321

4321

4321

�
�

�
	




=−+−
=−++
=++−

����

����

����

*��	�: 2���	��

�	����	����. 

      .

572223

9154445

332

54321

54321

54321

�
�

�
	




=+−−+
=+−−+
=+−−+

�����

�����

�����

*��	�: �1=1+�5,       �2=1+�3+�4-2�5. 
   

3. &
������
 	�����������

3.1. '��
���
 �
������
 	�����������

���� ������ 1. 6!������	���� ������!����% �� n  
�	
�����	%� � ���	 ��� ��	��� n- �	�� � �	������ �

��������	��� � ���	 ������ ( )nxxxX �,, 21=   �� �

���	 ����#� .2

1

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

=

nx

x

x

X
�

-��� nxxx ,, ,21 �

��� ��"��� ���!��	����� �	�����. 
���� ������ 2.��� n-�	�� � �	����� ( )nxxxX ,,, 21 �=   �  

( )nyyyY ,,, 21 �=   ��� ��"��� ���� ��, 	�� � ���

�����	�����"��	 ���!��	�� ���� : nn yxyxyx === ,,, 2211 � .   

���� ������ 3.   ��	� � �	������ ���	� ��� ���% ����

�	���� 0, � �������� ��	 ���!��	�� ���� ��". 

���	
� 	 �!	��#�� ���   n-�	�� �� �	������� – 
��� �����	��	 �	����� ��  �	
�����	%��	 ���� �

���	��	 �	������.  &�� �����	��� �	�����  � �� ���� >  
��	 ���!��	�� �	����� ������"��� �� ��� ����:   
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( )nxxxX αααα     ...,  ,   , 21= . 

&�� ���	��� ���� �	������ ���� ��"���

�����	�����"��	 ���!��	�� :  
   ( ).,,, 2211 nn yxyxyxYX +++=+ �   

���� ������ 4. ���	
� � �	����� � !������������ nR

��� ��	��� ����	���� ��	� n-�	�� � �	������, ��
����� � �!�	�		� �!	��#�� �����	��� �� ���� �

���	��	  � !�� ���� � !���	���: 
�� nRX ∈∀   � ���� >   �	���� nRX ∈α ; 

�� nRYX ∈∀ ,  ���	����	� �	���� nRYXZ ∈+= . 

/���	 ����, �!	��#�� ���	��� �	������ �

�����	��� �	����� �� ���� ����	�����"� �	��"���

��������: 

.)()8

,)()7

����,,    ,)()()6

,1)5

,0)(,)()4

,0)3

,)()()2

,)1

YXYX

XXX

XX

XX

XXX

R

ZYXZYX

XYYX

n

ααα
βαβα

βααββα

+=+
+=+

−=
=⋅

=−+−∃
∈

++=++
+=+

.
3.2. '��
���� %���������� � �
%���������� �
������

&���% ��	"��� n-�	�� 	 �	���� nk R��� ∈,...,, 21

� ���� .,...,, 21 kααα <��	� �������%, ��� �	���� b

���	��� ��	
��
 �������#�	
 �	������ ,,...,, 21 kaaa 	��

....2211 kkaaab ααα +++= � �	��%���	 ������	���
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��	
��
 �������#�� �	������ ����� !�����% ��	��


�	����. 2��	����"� ����	 ������!����� �	������, 
��	
� 	 �������#�� ����� � � ��	��
 �	���� �	

!�	�����"��� �� !�� ����� ������� ���	, ������	�	���
�	 ���� � ��". � ����������� �� ����� �������� !������
��	
��
 ����������� � ��	
��
 �	�����������  
�	������. 
���� ������.  �	���� nk Raaa ∈,...,, 21 ��� ��"���

��	
�� ������� ��, 	�� ���	����"� ����	 ����

kααα ,...,, 21 , �	 ���� 	 ��" ������	�	���, ���

� !���	���   .0...2211 =+++ kkaaa ααα    �	���� 

nk Raaa ∈,...,, 21 ��� ��"���  ��	
�� �	������� ��, 

	��  ��	
��� �������#�� 0...2211 ≠+++ kkaaa ααα ��

!�� ����� ����� iα , ����	 �����, ����� ��	 ���� 0=iα   

������	�	���. 
������. (��������� −2R !����������� ����	�� �

�	������. 0	��	����	��� −2R ����	���� ��	� �	������

�� !�������. &���% !������% $������	��� ����	��


��������� 506, −ji, 	������ 	 �	���� , ��!���	�� 	
!� ���� ���������. ,���� −== )1,0(),0,1( ji ��	
��

�	������� 	 �	���� , ��� ��� 021 ≠/+ ji αα �� !�� �����

����� 21,αα (����	 ����� 0,0 21 == αα   
������	�	���).  )��	���, ��� �����#� +, ������	���� ��
���!��	���� �	������ ,, ji   ��		� �!�	�	��	% �	 ���� 


��":  .01
10

01
)det( ≠==A �"� 	 ��� �	����	��� �

�	����� �� !������� ��	
�� �	������� , ��!���	�, 	��

),4,1(),3,2( == ba �� .05
41

32
≠=
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(��������� "� 	 ��� ����	��� � �	�����

11,ba . /�� ���	���� �� �	������
 ��	�� , ���	����	�
	������	���	 ���� >, !�� ������� � !���	���

.01111 =−�= baab αα   ���	
��� �������#��

������	��� � 0. ?���, ��� ���!��	�� �	������

!��!��#����%� � 	��

0,)5,3(),5,3( 11 ≠== αααb��� � ����� 0
53

53
=

αα
. 

������.  ?��"��� � �	���� 
 )5,1,4(,)1,3,2(,)2,1,1( 321 ==−= ��� ��	
�� ������� ��? 

�������.  2������� ��	
��" �������#�" ���� �

�	������: ,0332211 =++ ��� ααα � ������
 ���� 321 ,, ααα
����� �!�	�	��%. �� ����� !	�	
�	� � ��	
� �

�������#��� �����	�����"��� ���!��	����: 

.052

,03

,042

321

321

321

=++
=++−
=++

ααα
ααα
ααα

��		� ���������" ��	
��" ����	�� �����	��
, 
������� ��		� 	������	���	 ��	��	 �	'	��	

0,0,0 321 === ααα , 	�� �!�	�	��	% ����	� �	

���	� ��" (	��� !���	���% !� !����� /���	��), 
������� ������ ���� r  �����# ����	� ���	� ��	�. �
���� ����	 �	���� 321 ,, ��� ��	
�� �	������� . 

�� ��	
��
 ����������� ����� ���	�������% ���� � 

���� �	��	��	 �	'	��	 ����	� �����	��
, ����� ���� r 
�����# �	�%'	 ��	�. � !�'	� �����#� + ����	� �

� ����� ����, !���	�� 		 � ���!	�������

����. .

512

131

421

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−=� *������ �������	 �� ��, ��� �
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�����#	 + ���!��	�� �	������ ���!���	� � ���	

����#��. 5���, ��� ���	����, �	����� ����� �	 �	��	���
!�� �����!����������. &�������  �	�	�� !	���


������ � �	�	���� �����
 ������ �, �����	�� 	 �� ���, 
� ��	� �� ��	�%	
 ������. &����� � �	��%���	 �����#�

.

330

550

421

1

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−−
=� � �����#	 1� �����" ������ ����	��

�� 5, � ��	�%" �� (-3). ,���� ���	� ��	�% �����#�: 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

=
110

110

421

2�     � ��	� �� ��	�%	
 ������ �	�	�� 

�����
 ������, !����� ���!	�����" �����#�

.

000

110

421

3

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

=� *��"�� �����, ��� ����  �����#   ���	�

����. ���� 	 �	���� ��	
�� ������� . 1���� ��
��
�	��	� 	 ����	���  ,,, 321 ααα �������� ����	��

�����	��
 !� !��	��	
 �����#	: 

.
24242

0

042

32

31

32

321

332

321

32

321

αα
αα

αα
ααα

αα
ααα

αα
ααα

−=
−=

�
�

�

−=
−=−

�
�

�

−=
−=+

�
�

�

=+
=++

��	��� 3α ����� !��������% "��	 ���� �	 �����	

��". ��!���	�, 	�� !�����% ,13 =α   ��

.2,1 12 −=−= αα   ,���� ��		� �2− 032 =+− ��   ��  

.2 213 ��� += 2������ �!�	�		��" �	���� 321 ,, ���

��	
�� ������� . 
(��������� � ���	�  ���	 ����	��
 ��	
��


����������� � �	����������� ����	� �	������ ��
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!����������� .nR &���%

),...,,(),...,,...,,(),,...,,( 21222212112111 knkkknn xxxyxxxyxxxy === �	�	��

 !����������� nR . 2������� �����#�, ����#��� ������


���"��� ���!��	�� �	������

                                     .

21

22212

12111

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

knnn

k

k

xxx

xxx

xxx

�

����

�

�

  

��� ���� ���
 �����# ���	� ���� �	������ �

����	�	, �� �	���� ��	
�� �	������� . ��!���	�, 
�	���� :  )1,0(),0,1( 21 == ee   �� !����������� 2R

��	
�� �	������� 	, ��� ��� ���� �����# 
10

01
���	�

����. � !����������	 3R �	���� 

)1,0,0(),0,1,0(),0,0,1( 321 === eee ��	
�� �	������� 	. 

� �����	, � !����������	 3R "� 	 ��� �	���!����� �

�	����� ��	
�� �	������� . 
)��	���, ��� 	�� ��	�� ����	���� �	������

!���������	� ��	��
 �	����, �� ����� ����	�� �	������
��	��� ��	
�� ��������. .��� $��� 	��� !���	���%, 
�������� ��	
��" �������#�" ����� �������, ���� ��	
�	��	� 	 �	���� ��������% �� ��	� 	

���$$�#�	�� , � ��	��
 �	���� �������� �� ���� �	
�����	 ��". � �	��%���	 !����� ��	
��"

�������#�" �	������, �����" ��". 
*��	��� ����	 �	��"��
 $���: 	�� ����	����

�	������ ���	���� ��	
�� ��������" !������	��

�	������, �� ���� ���	� ��	
�� ������� �. .�� 	���
�������%, �������� ��	
��" �������#�" �	������ �����

�������, ��� �	���� !������	� ��
��� � �	��	� ��
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���$$�#�	�����, � ����%� 	 �	���� ��������� ��

��	� 	 ���$$�#�	�� . ,	� ��� � ��	
��� �������#��
��	� �	������, �������� � �����	 ����	����, ��������� �
��%. ��� �	 �������� ����	�� �	������ ��	
��

�	��������, �� "��� !������	�� ���� �	������ ���	�

���	 ��	
�� �	��������.  
/���	��	� ��	
��
 ����������� ������!�����

�	������ �� !����������� nR ���	��� �	��"��� �	��	��: 

������.  -��� ����	�� �	������ kyyy ,...,, 21 � �

��	
�� ��������
 �	�������� � ����������, ����    
���� �� �	������ � ������ � ���	 ��	
��
 �������#��

�	�	� ����%� 	 �	���� . 
1. /��$�� �����0. &���% �	���� kyyy ,...,2,1 ��	
��

������� . ,���� !� �!�	�		��" ���	����"� ����

,,...,, 21 kααα �	 ��	 ���� 	 ��" ������	�	���, ���

� !���	��� ���	�����  .0...2211 =+++ kk yyy ααα   &���%

�� �!�	�		������ .01 ≠α *�	����� , ��� !�����

������'	��	 ....
1

2
1

2
1 k

k yyy
α
α

α
α −−−= .�� ���	�����

������	�, ��� �	���� 1y   ���	��� ��	
��
 �������#�	


�	������  .,...,, 32 kyyy

2. ,������.����0.  &�	�!�����, ���

,...33221 kk yyyy βββ +++= ��	

−kβββ ,...,, 32 �	
�����	%� 	 ����. �� ����� �����	���

�	!���	����	��� �	��	�  ��	
��� ����������% ��	


����	� �	������, ��� ��� � !���	��� ���	�����

.0...221 =−−− kk yyy ββ    

     



58 

    �������� �	
	��� ������ � ���	���� ����������
��� �	���������� ����	�� 	�����

k��� ,...,, 21 ��	������: 
1) ��������% ��	
��" �������#�" �	������

,0...2211 =+++ ''��� ααα ������� � �����������
 $���	

!�	������	� ����
  ���������"  ����	�� ��	
� �  
�����	��
 �������	%�� �	���	��� �  ;,...,, 21 'ααα
2) ��!����% �����#�, ���!����� �	���� ����#���; 
3) �	����� 0����� !���	��� �����#� � ���!	������� ����; 
4) ��	��% � ��� � ����	 �����# �  ���	���������
�	��	� � �	'	��
  ���������
 ����	� �����	��
: 

�) 	�� ���� ���	� ���� �	������ � ����	�� ��		�
��%��  ��	��	 �	'	��	, �� ����	�� �	������ ��	
��
�	��������. 

�) 	�� ���� �	�%'	 ���� �	������ � ����	��

��		� �	��	� 	 �	'	���, �� �	���� ��	
�� ������� . 
������. ?��	��� � ������ ����	�� �	������ ��	
��

��������
? 
).9,3,6()12,4,8()5,3,1( 321 −=−−=−= ���

�������.  ���	
��� �������#�� �	������ ��		�

�	��"��
 ���  0332211 =++ ��� ααα . )�!�'	� �����#� �

!�	������	� 		 �	����� 0�����: 

.2

000

340

001

001

340

680

001

343

681

9125

343

681

=�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−

�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−
−

�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−
−

�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−−
−
−

r

2���	�� �	������ ��	
�� ��������. 2������� ����	��

�����	��
 !� !��	��	
 �����#	: 

,
0

34

0

34
3

2

1

32

1

αα
α

αα
α

=
=

�
�

�

−=−
=

!�� >3=4 ��		� >1=0, >2=3, 

>3=4. �	���� ��	
�� ������� � .043 32 =+ ��
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�	����
��� ��� ���������
������ �
�
���

?��	��� � ����	�� �	������ ��	
�� ��������
 ��

�	��������
? 

 1.  ).4,2,0(),2,5,3(),3,1,2( 321 −=−=−= ���

 2. ).2,1,2,5(),3,2,4,1(),1,0,3,2( 321 −=−=−= ���

 3. ).4,3,1,4(),2,1,3,1(),0,1,5,2( 321 −=−=−= ���

*��	� :  
1. ���	
�� �	������� . 
2. ���	
�� �	������� . 
3. ���	
�� ������� . 

3.3 ��%�
������ � ��%�� 	����������� �
������

   (��������� ��	
��	 !�����������  nR n-�	�� �

�	������. ��� ���	����	� � nR ����	�� n  ��	
��

�	������� � �	������ � !�� ���� "� 	 n+1 �	������

��	
�� ������� , �� ���� n  ��� ��	��� ����	�����%"
!�����������.  

<������ ��	
���� �	�������� !����������� nR , 

��	"�	�� ����	�����% n,  ��� ��	��� ������!����% n  
��	
�� �	������� � �	������.  

��!���	�, ����	�����% !����������� ��	�

�	������, 	����� � !�������, ����� ����, � �������
���	��� "��� ������!����% ���� ��	
�� �	������� �

�	������. ��� �	����� )1,0(),0,1( 21 == ee ������"�

�����. �"� 	 ��� �	����� �� !������� ��	
��

������� .  
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� !����������	 3R   ��	��	�� � �	������ "���

������!����% ��	�  ��	
�� �	������� � �	������

������	� �����, � "� 	 �	� �	 �	����� ��	
��

������� . ,���� �������, � !����������	 nR , ��	"�	�

����	�����% n, ���	����	� �	����	���	 ����	����

�������. ��	 ����� ���	���� ���������	 ����	����

�	������, �����	 ����	������ !�����������. 
������   � � ������������ ��%��2���& ��'���� ��

$�%��*. 
�"��
 �	���� nRx∈ , �	 �������
 � ����

������ �, ���	� � �% !�	�����	� 	������	�� � �������
� ���	 ��	
��
 �������#�� ������ � �	������. 
,�'�%����0����.  &���% �	���� neee ,...,, 21 ������"�  

����� � �	���� 5 �	 ������ � �� ����. �� ������

�	��	� �	��	�, ��� �	���� neee ,...,, 2,1 ��	
��

�	������� � ����	�����% !����������� n, ����� "� 	
n+1 �	������ ��	
�� ������� . .�� ������	�, ���
���	����"�  ���� 121 ,,....,, +nn αααα , ������	�	��� �	

���� 	 ��" ����	, ���  .0... 12211 =++++ + Xeee nnn αααα   

-��� 01 ≠+nα ,   ����	 �	���� neee ,...,, 21 � � � 

��	
�� ������� . &����%�� 01 ≠+nα   �� ����	�� ��

�	�� !��	��		 ���	����� !�����, ���

,...
1

2
1

2
1

1

1
n

n

n

nn

eeeX
+++

−−−−=
α
α

α
α

α
α

�� 	��% �  ��!���� �

���	 ��	
��
 �������#�� ������ � �	������.  ,���	
!�	�����	��	 � ���	� 	������	�� �. ���

!�	�!�����%, ��� ��
�	��� �����	 !�	�����	��	

�	����� nneeeX βββ +++= ...2211  , �� �������%
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.0)(...)(
1

1
1

1
1 =−++−=−

++
n

n

n
n

n

eeXX
α
αβ

α
αβ      �	���� 

neee ,....,, 21 ��	
�� �	������� , �	�����	%��  

.,...,,
11

2
2

1

1
1

+++

===
n

n
n

nn α
αβ

α
αβ

α
αβ .�� � ����� ��	�

	������	�����% �����	���. 
������. ��� �	����   

).1,0,1(),1,0,0(),2,0,1(),3,2,1( 4321 −==−== eeee &���	���%, 

������"� � �	���� 321 ,, eee ����� � !����������	 3R �

��
�� �����	��	 4e !� ������. 

�������. -��� �	���� 321 ,, eee �������� �����

!����������� ,3R ��� ���� � �% ��	
�� �	������� , 

�� 	��% ���� �����# , ������	���
 �� ���!��	����

�	������, ���	� ������%�� ��	�. .

123

002

011

�
�
�

�

�

�
�
�

�

� −
=�

*!�	�	��	% ���
 ���������
 �����# ���	� ����. 
&������ ���� .3)( =Ar 2	�����	%��, �	���� 321 ,, eee

��	
�� �	������� � ������"� ����� � .3R 2��	����	�

	������	�� 
 ����� ���	 321 ,, ααα   ����
, 

��� .3322114 eeee ααα ++= *� �	�������� ���	����� !	�	
�	�

� ���	������ ��� �����	�����"���� ���!��	�����, 

!����� ����	�� �����	��
  
�
�

�


�

−=++
=
=−

123

02

1

321

1

21

ααα
α

αα
.  

(	'�� ��� ����	��, ��
�	� ��� .1,1,0 321 =−== ααα
)�����, .324 eee +−= )��	���, ��� �	���� 4e   �
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!	�������%��� �����	 ����� ���!��	����� (1,0,-1), � �
�����	 ( ),, 321 eee    ���� �	 �	���� �!�	�		� �������

���!��	����� (0,-1,1). 

3.4 ���� ����
�� �
������

&���% ��		��� ����	�� m �	������ n-�	�����
�	�������� !�����������

),...,,(

................

),...,,(

),...,,(

21

222212

112111

mnmmm

n

n

aaaa

aaaa

aaaa

=

=
=

. 

���� ������. (����� r ����	� �	������ ��� ��	���

�������%��	 ���� ��	
�� �	������� � �	������

����	� . 
�"���  ��	
�� �	��������� ����% ����	� , 

��������� �� r �	������, ���	��� 		 �������. (���
����	� �	������ ���	� ����� �����# , ������	���
 ��
���!��	���� ���� �	������. (�������	%���� �����

���	���	��� ��. � �����	 7.�. /��!		���, �.�.2�������

“.	�	�� ��	
��
 ��	�� � ��	
����

!���������������”). 
     2������� ��� �����#�, ���!����� ��������� 

��������� (�� ����#���): 

+=

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

...

............

...

...

21

22221

11211

 . 

��� ���� r  ���	� ���� m ���	�������� � ����	�	

�	������, �� ����	�� �	������ ��	
�� �	��������.  ���
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r<m, �� ����	�� ��	
�� ��������, �� 	��% "��
 �	����
�� ����	� ��	
�� � ����	��� �	�	� ������ 	 �	���� . 
������1. ���� ����	�� �	������ �	� �	��	�����

!�����������

( ) ( ) ( ).2-   1,-   0,   ,1   ;2  1,-  2,  ,3   ;0   1,-   1,   ,2 321 === aaa   ,�	��	���

�!�	�	��% ���	��� � ������ ����	�� ��	
��

��������
 �, 	�� ��, �� ��
�� ����������%. 
�������.   2������� �����#�: 

�= .

2101

2123

0112

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−−
−
−

������� ���� �����# �. �� �����

!	�	������ ������ � �����#	 �, !�����

.

2123

0112

2101

1

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−

−−
=�   � �����#	 1� , ������� !	���"

������ �� ���, � ��	� �� �����
 �, ������� �� ���, 
� ��	� �� ��	�%	
. &����� �����#�

.

8220

4110

2101

2

�
�
�

�

�

�
�
�

�

� −−
=� � �����#	 2� ��	�%" ������

����	�� �� ���. &����� �����#�: .

4110

4110

2101

3

�
�
�

�

�

�
�
�

�

� −−
=�

� �����#	 3� �����" ������ � ��	�  �� ��	�%	
, !�����

�����#�: .

0000

4110

2101

4

�
�
�

�

�

�
�
�

�

� −−
=� � �����#	 4� ���"���

!��	��"" ������, !����� �����#�: 
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.
4110

2101
5 ��

�

�
��
�

� −−
=� (��� �����# 5� ���	� ����, ��� ���

����� ������� !������ 01
10

01
2 ≠==� � ������ ��		

� ������ !������, �������� �� ���, � ���
 �����#	 �	�. 
&�	�����������, ����� 	 !���	����% � �����#��, 

�	 ���	��"� �� �����, �� 	��% ��	 �����# � !���	�	

��	"� ���� � ��� �	 ����. ,���� �������, ���� �����# 
����	� �	������ ���	� ����, � ��� ������	�, ��� ������
����	�� �	������ ��	
�� ��������. � ���
 ����	�	

"� 	 ��� �	����� ��	
�� �	������� � ������"� �����, 
� ��	��
 ����� � �����% � ���	 ��	
��
 �������#��

�	�	� � ����� 	 ��� �	�����.  
���	
��� ����������% ��	� �	������ ������	�, ���

���	����	� ��� ����, ������	�	��� �	 ���� 	 ��", 
����	, ��� � !���	��� ������'	��	  .0332211 =++ ��� λλλ   

��� !�	�!�����%, ��� .,0 3
1

3
2

1

2
11 �����

λ
λ

λ
λλ −−=≠   

,	� ��� � �	���� 1� � ���	� �	�	� .32 ��� ��
�	�

���	�� 	 ����	��� ���$$�#�	����. 2����� ��

��������� ��	�	� !	�	�������	��� .,
1

3
3

1

2
2 λ

λ
λ
λ −=−= ''

,���� .33221 �'�'� += �	������	 ���	����� !	�	�������

�� ��	 ���!��	�� �	������. &������ !����	� ����	��

�����	��
 �������	%��  32,''   



65 

�
�

�

�
�



�

=−
−=−−

=+
=+

022

1

102

23

32

32

32

32

''

''

''

''

. *�	�����, ��� ., 2
1

32
1

2 == '' ,����

�������, .32
1

22
1

1 ��� += �� !��	��	�� ���	����� ����, ���

����� �2 � �����% �	�	� �1 � �3 :�2=2�1-�3.    �	���� �3

�	�	� �1 � �2:   �3 = 2�1 – �2. 
������2.  ���� ����	�� !��� ��	��	�� � �	������. 
,�	��	��� �!�	�	��% ���� ����	� �	������ � �������%

�	���� �1 !�  ������ ������. 
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).3,0,4,1,2,0,2,1,2,3,0,1,4,3,2 54321 =+=−==−= aaaaa

�������. 2������� �����#�: 

.

304

120

212

301

432

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

+
−

−

=�     

*!�	�	�� ���� ���
 �����# . ,�� ��� !������ ������
��%'��� ������, ����� 
 ����� ��������% �� �	�	����
�����# + ���	� ��	�, �� r@3 ���	� ��	� �  ����	��
�	������ ��	
�� ��������. &� �����" ������ ��	��	���

�������% �	���� �1  !� ��	
�� �	������� � �	������. 
�� �!�	�		��� ����	���� ��	
�� �	������� �

�	������ ���������� ����� �� �	�	���� �	������, �	
���	������ �	���� �1. ��!���	� ���������� �����: 
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.071241
20

12
3

12

21
1

120

212

301

≠=+−−=
−

+
+

−
=−=�

,�� ��� ����� ������	� �� �	�	���� �	������ �2

,�3, �4, �� ��� �	���� ��	
�� �	������� � ������"�

�����. ��!�����, ��� ������� � ��	��	���� !����������	
���	��� "��
 ����� �� ��	� ��	
�� �	������� �

�	������. �"��
 �����
 �	���� ���	� � �% !�	�����	� �
���	 ��	
��
 �������#�� ������ � �	������.  &������
�	���� ,4321 ���� γβα ++=   ��	 > ,A , B- ����, ����� 	

��	��	��� �!�	�	��%. �� �	�������� ���	����� !�����
�����	�����"��	 ������'	���, ���� ��"��	 ���!��	�� 
�	������: 

�
�

�


�

−=++
=+−−
=+

423

32

22

γβα
γβ

βα
.  &���	���" ����	�� �����	��


����� �	'��% "� � ���	��� �  �!������. &�	����	���
���� ���! � !����% ���������	%��, � � ����	 !�����   

.,, 7
22

7
23

7
32 ==−= γβα

-���.����. �	���� �5 �	 !���� ������� � �	'	���, 
������, 	�� � � ���� � �����#	 + �����

,018

304

120

301

≠−=+=� �� ������ �� � � � �	���� 

�2 ,�4 , �5 . ,���� �	���� �1 ��!���� � � ���	

,5421 ���� ηνµ ++= ���� 3 ,4 ,5  �!�	�	���% � 

�������� � �!������. 
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(�����  ��� ���������
������ �
�
���

��
�� ���� � ����� ����	� �	������ � ���� ��

�	������, �	 �������
 � �����, �������% !� ������. 
1. 

).1,2,2(),4,1,0(),2,0,1(),1,2,3(),2,1,5( 54321 −===−−=−= ����� �

2. 
).5,1,3,2(),2,1,0,3(),1,3,2,1(),2,1,1,0( 4321 =−=−=−= ����

3. 
).5,2,2,1(),6,3,4,2(),3,0,2,1(),3,2,0,1(),1,1,2,1( 54321 −=−=−==−= �����

*��	� : 1.r=3; 	�� ����� (�2, �3, �4), ��

.
3

11
9

3

4
4321 aaaa −+=

               2.r=3; 	�� ����� (�1 ,�2, �3), �� .3214 aaaa ++=
               3.r=3; 	�� ����� (�1 ,�2, �3), �� .2 315 aaa +=

3.5. ������������ �
�
��� ���������� ����
��

 ����
���

*��������
 ����	��
 ��	
� � ��	�����	����

�����	��
 ��� ��	��� ����	�� ����

0...

0.............

0...

0...

2211

2222121

1212111

=+++
=
=+++
=+++

nmnmm

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa

x�����

.  

� ���	� ����	 .nm ≠ .�� ����	�� �����	��
 ��	���

����	����, ��� ��� ��		� ��	�����	 ��	��	 �	'	��	

.0,...,0,0 21 === nxxx &������� ������ �� ������

�	��	� � �	'	��
 ����
 ����	� . � ��������
 $���	



68 

����	�� !���	� ���  �·�=0, ��	 �=

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

mnmm

n

n

aaa

aaa

���

�

���

�

�

21

22221

11211

�����#� ����	� �����	��
, �=

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

nx

x

x

�

2

1

- �����#�

�	���	��� �. ��� �����#� � ����������  (m=n) , � ����
�����# r=n , �� ����	�� �����	��
 ��		� 	������	���	
��	��	 �	'	��	. &������ �� ���	��������� �	��	����
�	'	��� !�	�!�����, ���   r<m6n.  ,���� ���	����	�
����� r� !������ r �����# �,  �	 ���� 
 ��", !���%
�� �!�	�		������ ��� ���	� �����: 

.0

21

22221

11211

≠=

rrrr

r

r

r

aaa

aaa

aaa

M

�

����

�

�

�������� ����	�� �����	��


���	� � �% ��!����� �  ���	: 

nrnrrrrrrrr

nnrrrr

xaxaxaxaxa

xaxaxaxaxa

−−−=+++
=

−−−=+++

++

++

��

��

112211

11111212111 ......

. 

������ ����	��, ��	�����, ������	����

!�	� ���	
. �����	� −rxxx ,...,, 21 ������ ��

�	���	��� ��, −++ nrr xxx ,...,, 21 ������� �� �	���	��� ��. 

2������ � �	���	��� � ����� !�������% "� 	

����� 	 ����	���, ����	 ����� ������	�	�����

���	����� ��	� ������� � �	���	��� � ��". 
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2	�����	%��, !��	���� ����	�� ��		� �	����	���	

����	���� �	'	��
.  
1���	���� �	'	��
 ���������
 ����	� 

�����	��
  ������	� ��	
��	 �	������	 !�����������. 
�	
�����	%��, 	�� �	���� ),...,,( 21 nxxxx = ���	���

�	'	��	� ���������
 ����	� �����	��
, �� �	����

),...,,( 21 nxxxx αααα = ����	 ���	��� �	'	��	�, ��� 	���

!���	���%, !�������� ���!��	�� �	����� >� � ����	��.  
��� �	����  ),...,,( 21 nxxxx = � ),...,,( 21 nyyyy =

���"��� �	'	�����, �� �� �����

),...,,( 2211 nn yxyxyxyxz +++=+=   ���	��� �	'	��	�   

�����
  ���������
 ����	� �����	��
, ��� !���	��	���
!����������
 ���!��	���� �	����� z � ����	�� �����	��
. 

��
�	� �	!	�% ����	�����% � ����� !�����������

�	'	��
 ���������
 ����	� �����	��
. /���	����
������� � �	���	��� � ����� n-r, !������� !���	�	���
�����
 ��������
 �	���	����
 ����	��	, �����	 	����#	, 
� ����%� 	 !���������� ��", ����� !�����% n-r
�	������ �	'	��
:  !�� ,0...,,1 321 ===== +++ nrrr xxxx

�	'�� ����	��, !����� �	���� ).0,...,0,1,,...,,( 211 re ααα=
&�� 0...,1 312 ===== +++ nrrr xxxx   !����� �	����

�	'	��� )0,...,0,1,0,,...,,( 212 re βββ= � ��� ��		. 

+�������� !�� 1,0... 121 ===== −++ nnrr xxxx    

�	'	��	 ���	� ).1,...,0,0,,...,,( 21 rrne γγγ=− �	���� 

121 ,...,, −neee ��	
�� �	������� , ��� ��� �����#� �, 

������	���� �� ���!��	���� ���� �	������ ��		� ����, 
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���� 
 �=n-r, �� 	��% ���	� ���� �	������. 1����#�

�= .

100

010

001

21

21

21

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

��

��������

��

��

r

r

r

γγγ

βββ
ααα

�	����  e1, e2,…..,ek ��� ��"��� $�����	���%��


����	��
 �	'	��
, ��� ������"� �����  !�����������
�	'	��
, ����	�����% �������� ����� k = n – r . �"��	
�����	 �	'	��	 ���	� ��	
��
 �������#�	
 ������ �

�	������. &������ ����� ��!����% ���		 �	'	��	

���������
 ����	�   � ���	  ,....221100 ''������� +++=
��	 �1, �2, ……,��- !������%� 	 �	
�����	%� 	 ����, 
������	�	��� �	 ���� 	 ��". 

������. ��
�� $�����	���%��" ����	�� �	'	��


� ����	�����% !����������� �	'	��
 ���������
 ����	� 

�����	��
  

�
�

�
	




=++++
=++++
=++++

02543

05432

05432

54321

54321

54321

�����

�����

�����

. 

�������.  2����� ��
�	� ���� �����# + ����	� 

�����	��
:  �=
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

21543

15432

54321

.  6������ !	���"

������ �� ��� � � ��	� �� �����
 ������, ���	� �������
!	���" ������ �� ��� � � ��	� �� ��	�%	
 ������, 

!����� �����#�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−−−−
−−−−=
1311420

93210

54321

1� . �

�����#	 �1 �����" ������ ������� �� (-2)  �  !������� �
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��	�%	
 �����	, !����� �����#� �2, � ������
 �	�	�� 
�����
 ������ ��!�'	� � !������!���� � ������. 

&����� �����#� �2= .

55000

93210

54321

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
    � �����#	 �2

��	�%" ������ ����	�� �� (-5) � ��!�'	� �����#�: 

�3 =
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−11000

03210

54321

.  *�	�����, ��� � �3 ������ 


�����, ������	�� 
 �� �	�	���� !	�����, ������� �

�	��	����� ����#��, ��	�%	�� !������ � ���	� 1:   

�3 = 01

100

310

421

≠= . 2	�����	%��, ���� �����# �

����	� �����	��
 ���	� ��	�, ���� �	�%'	 ����

�	���	��� �, ��� ����� ��	� ���	��������	

�	����	����� ����	���� �	'	��
 �����
 ����	� 

�����	��
. )� ������ 	 �	���	��� 	 ���%�	�  �1 ,�2, �4, �
�� ������� 	 �3, �5 . &� !��	��	
 �����#	 �3 ��!�'	�

����	�� �����	��
 � ���	: 
                      x1+2x2+4x4 = -3x3 -5x5

                                   x2+3x4 =  -2x3 -9x5 

                                           x4 =           -x5 

1) &���% �3=1, �5=0. &����� ����	�� �����	��
: 

0

2

1

0

2

32

0

23

342

4

2

1

4

2

21

4

42

421

=
−=

=
�

�
�

�


�

=
−=
−=+

�
�
�

�


�

=
−=+
−=++

�

�

�

�

�

��

�

��

���

�	���� �	'	��� �1=(1,-2,1,0,0). 
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2) &���% �3=0, �5=1, ����� ����	�� �����	��
 !���	� ���: 

1

6

11

1

6

12

1

93

542

4

2

1

4

2

21

4

42

421

−=
−=

=
�

�
�

�


�

−=
−=
−=+

�
�
�

�


�

−=
−=+
−=++

�

�

�

�

�

��

�

��

���

  �	���� �	'	��� �2=(11,-6,0,-1,1). �	���� �1, �2 –
$�����	���%��� ����	�� �	'	��
, ������	� �����

!�����������  �	'	��
, ����	�����% �������� k=2. 
&����������� �	'	��
 ����� ��!����% � ���	 ���	��

�	'	��� ,221100 ����� += ��	 �1 � �2  - !������%� 	 ����, 

������	�	��� �	 ���� 	 ��". 

(����� ��� ���������
������ �
�
���

��
�� $�����	���%��" ����	�� �	'	��
 �

����	�����% !����������� �	'	��
 ���������
 ����	� 

�����	��
: 

1)  

.03554

,032

,0243

4321

4321

4321

=++−
=−−+
=++−

����

����

����

2)   

.0465

,0233

,0224

54321

5321

54321

=+−−−
=−+−
=+−−+

�����

����

�����

3)

.055452

,02334

,0323

,0234

54321

54321

54321

54321

=−−−+−
=−−−+
=+++−
=+−−+

�����

�����

�����

�����

. 

*��	� : 1. k=2; ,0,1,
7

11
,

7

5
1 �

�

�
�
�

�=e .1,0,
7

5
,

7

1
2 �

�

�
�
�

�=e
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2. k=3; ,0,0,1,
3

7
,

3

5
1 �

�

�
�
�

�=e ( )0,1,0,1,12 =e

.1,0,0,
2

3
,

2

1
3 �

�

�
�
�

� −−=e . 

3.  k=3; ,0,0,1,
13

10
,

13

1
1 �

�

�
�
�

�−=e ,0,1,0,
13

11
,

13

5
2 �

�

�
�
�

� −=e

.1,0,0,
13

9
,

13

10
3 �

�

�
�
�

�−=e . 

3.6.   �)

 �
�
��
  �
���������� ����
��

���
���� ���
�����
����  ����
���

        
���	������	 !������%� � ����	� ��	
� �

�����	��
 ��������	�� � !������$	 2.3. &�	�!�����, 
��� ����	�� (2.1.) ����	���� � ���� �����# � ����	� 

�	�%'	 ���� �	���	��� �, �� 	��% ����	�� ��		�

�	����	���	 ����	���� �	'	��
. �� ���������

����	��� ����	�� (2.1.) ��!�'	� � ��������
 $���	

�X=
.  2����	�����"�		 ���������	  �����	��	 �X=0  
��		� ��	
��	 �	������	 !����������� �	'	��
  

,...221100 ''������� +++= ������	 ����� ������% �����

�	'	��	� ���������
 ����	� �����	��
, �1, …, �' – 
$�����	���%��� ����	�� �	'	��
, �1, �2, …,�' – 
!������%� 	 ����, '-����	�����% !�����������. 
*�������� ),...,,( *

21 n���X ∗∗∗ = -���� $�����������	

�	'	��	 ����	� ��=
. �	��� �������%, ��� ����	����
�	'	��
 ����	� ��=
 ���	��� �����
 ��������

�	'	��� X*
�	���������
 ����	� � ���	�� �	'	��� �00

���������
 ����	� , �� 	��%

       00XX� += ∗
                                              (3.6.1.) 
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�	
�����	%��, !�������� � � �����	��	 ��=
 �, 
!�%����% ���
������ �����#,  !�����


��������� =+=+= ∗∗
0000)( , ��� ��� .0, 00 ==∗ ��
��

�"��	 �	'	��	 �	���������
 ����	� !�����	���

���	�� ����	���� �	'	��
, � ����	���� $�����


(3.6.1.). &������ � ��� ��	��� ����� �	'	��	�  ��	
��

�	���������
 ����	� �����	��
, ��	"�	


�	����	���	 ����	���� �	'	��
. 

���� ���������& �$+��� ������& ��� ���� ��1 ������#

*�������1: 

1. ���	�����% ����	�� �����	��
 �� ����	������% !�

�	��	�	 /���	�	��–/�!	�. 
2. ��� ���� �	�%'	 ���� �	���	��� � n, ���������%
������ 	 (������ 	) � ������� 	 �	���	��� 	. 
3. � �����% ������ 	 �	���	��� 	 �	�	� ������� 	. 
4.��	 ������� 	 �	���	��� 	 !��������% ��" �, �	'��
����	��, ��
�� �	���� �*.
5.�� �����	�����"�	
 ���������
 ����	� �����	��


��
�� $�����	���%��" ����	�� �	'	��
 �1,�2…..,�'      �
��!����% �00. 
6.)�!����% ���	� � ���	 .00��� += ∗

������. ��
�� ���		 �	'	��	 ����	� �����	��
. 

�
	



=+++
=−+−

5432

1

4321

4321

����

����

�������.    
1. )�!�'	� ���'��	���" �����#� ����	�   

�= ��
�

�
��
�

� −−
→��

�

�
��
�

� −−
45230

11111

54321

11111
. 
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*�	�����, ���� �����# ����	� � ���� ���'��	���

�����# �������� 	, �� 	��% r=2 . 2���	�� ����	���� �
��		� �	����	���	 ����	���� �	'	��
. 

2. &���% ������ 
 ����� 03
30

11
2 ≠=

−
=� , 

�	�����	%��, ������ �� �	���	��� �� ����� �1,  �2,   
� ������� �� = �3, �4. 
3.&� !�	�����������
 �����#	 ��!�'	� ������	����"
����	�� �����	��
: 

�
	



−−=
+−=−

432

4321

5243

1

���

����

4. &���%  �3=0,  �4=0.  ,���� ��		� ����	��: 

         
3
4

2

3
7

1

3
4

2

21

2

21 1

43

1

=
=

�
�

�

=
=−

�
�

�

=
=−

�

�

�

��

�

��
. 

,���� �������, �*=( )0,0,, 3
4

3
7 .

5. )�!�'	� ���������" ����	�� �����	��
 � ���	: 

�
	



−−=
+−=−

432

4321

523 ���

����
. 

6. �) &���% �3=1, �4=0, �����
�

�

−=
−=−

23

1

2

21

�

��
�

3
2

2

3
5

1

−=
−=

�

�
      

�   e1= ).0,1,,( 3
2

3
5 −−

    �) &���% �3=0,   �4=1 , �����: 

3
5

2

3
2

1

2

21

53

1
−

−

=
=

�
�

�

−=
=−

�

�

�

��
� 	2=( )1,0,, 3

5
3
2 −− . 

,���� �������, 221100 ����� += . 

*��	�. *��		   �	'	��	: 
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,00
* XXX += ,0  0,  ,

3

4
  ,

3

7*
�
�

�
�
�

�=X

,0 1, ,
3

2
- ,

3

5
1 �

�

�
�
�

�−=e �
�

�
�
�

�−= 1 0, ,
3

5
- ,

3

2
2e . 

3.7. �
�
��� � ����� ��%�� 

      &���% � ��	
��� �	������� !����������	 Rn

��	"��� ��� ������ ( )nllll ,...., 21= � ( )nllll ′′′=′ ,...,, 21 . 

&	�� 
 ��� ��	� «���� � �������», �����
-
«��� � �������». 

�	���� � � ������ �����	 ��	 �����	��	  

( )nnn xxxlxlxlxx ,...,,... 212211 =+++=           (3.7.1) 

� ����� �����	 ���� �	 �	���� ���	� ��!�� ���%��

�	��"��� �������: 

( )nnn yyylylylyx ,...,,... 21
/

22
/

11 =′+++=       (3.7.2) 

,�	��	��� ���������% !����� � ���	���

��������� ( )nyyy ,...,, 21 , 	��  ���	��� ��������� 

( )nxxx ,...,, 21 . 

*�	�����, ��� ���� 
 �	���� ������ ������

	������	�� � ������� ������ ��	��� !� �	������

������� ������: 
nn lclclcl 12211111 ...+++=′

                           nn lclclcl 22221122 ...+++=′                  (3.7.3) 

nnnnnn lclclcl +++=′ ...2211

2�����'	��� (3.7.3) ����� ��!����% � ��������

$���	: 



77 

( ) ( ) ,

...

...............

...

...

,...,,,...,,

21

22221

11211

2121 Cl

ccc

ccc

ccc

llllll

nnnn

n

n

nn ⋅=⋅=′′′

��	 � ��� ��	��� �����#	
 !	�	���� �� ������� ������ �

������ ������ l. 
2���#��� �����# !	�	���� ���"���

��������� �	������ ������ ������, ��!����� 	 � ������
�����	 (3.7.3). 

*!�	�	��	% �����# � �	 ���	� ������%�� ��", 
��� ��� ������ 	 �	���� nlll ′′′ ,...,, 21 ��	
�� �	������� 

!� �!�	�		��". &������ ���	����	� �������� �����#� �-

1. 
-��� ���������% ����% ���� � � ��� � ���������

�	����� �, ����� �����	��	 (3.7.3) !��������% � (3.7.2) 
� !����% ��	�����	���	 !�	����������� (���
!�	����	��� ��	��% �����	" ���������	%��) � � ���
	������	������ �����	��� �	����� � !�����% ���	�����: 

�
�

�

�
�

	




+++=

+++=
+++=

nnnnnn

nn

nn

ycycycx

ycycycx

ycycycx

...

.....,........................................

,...

,...

2211

.22221212

12121111

              (3.7.4) 

� ��������
 $���	 (3.7.4) ��		� ���: 
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xxc
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�

����
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ny
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y
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�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

ny

y

y

�

2

1

            (3.7.5) 

2��� 	 ��������� �	����� � !����"��� �� ��� �, 
	�� �����#� !	�	���� � �������% �� ����	# ��� �

���!��	��. 
��� ���	��� ���!��	�� �	����� � ������

�����	, �� ��� 	 ��������� !������� 	�� ���	�����

(3.7.5) �������% �	�� �� �������" �����#� �-1. 

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

ny

y

y

�

2

1

=�-1·

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

nx

x

x

�

2

1

                           (3.7.6) 

������. ��
�� ��������� �	����� �=(-3;2) � �����	 ��
�	������ 1l ′ =(1;-1), 2l ′ =(5;3). 
�������. 2������� �����#� !	�	���� �� ���!��	����

������ ������ 21,ll ′′ : 

��
�

�
��
�

�

−
=

31

51
C � ��
�	� �������" �����#� ��

�

�
��
�

� −
=−

11

53

8

11C . 

&� $����	 (3.7.6) ��		�: 

8

1

2

1 =�
�

�
�
�

�

y

y
��
�

�
��
�

� −
11

53
· ��

�

�
��
�

�−
2

3
= .

8

1
,

8

19

1

19

8

1
21 −=−=���

�

�
��
�

�

−
−

yy

� � ����� �����	 �	���� ��		� �����	��	: 
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8

19−=x 21 8

1
ll ′−′

�����: �	���� � ����� �����	 ��		� ���: 

.
8

1
,

8

19
�
�

�
�
�

� −−=x

3.8. *�������� 	�����������

� ��	
� � !������������  R2  �  R3  ���	����	�
!�����	 ��� �	����� � ��� �	��� �	�������. *�	 ���
������	������� ��������� ���!���	��� �	������

�!�	�	�"��� �	�����
 ��������� !�����	�	���. �
!������%��� �	������� !����������	 ������ ������

��	��� �������	 !�����	�	��	  ���� �	�	���� �����

!�����������, � ���	� ��	 �!�	�	��% ���� �	����� �

��� �	��� �	�������. 
2����� � !�����	�	��	� ���� �	������ �=(�1,, �2,,…,�n)   
�  Y=(y1,y2,…,yn)  ��� ��"� ����, !���	���	 �	��"���
�������: (XY)=x1y1+x2y2+…+xnyn.  2������	

!�����	�	��	 !������	��� �!�	�		�� � �������

(��������): 
1) (XY)=(YX), 
2)( (X+Z)Y)=(XY) +(ZY), 
3) ((7X)Y)=7(XY)=(X(7Y)), � � 7-.����

4)(XX)!0,   ����    X 0
�

≠ , 
5) (XX)=0, ����   X=0. 

���	
��	 !�����������, � ������� �!�	�		��

�������	 !�����	�	��	, ��� ��"� 	������ �

!������������. �������� !����������� ��������"�

������� �, 	�� ���	���� 	�� ����	�����%, �� .n�   ����

�	����� � (�� �����) ��������	��� .)(XXX = 6��

�	��� �	������� �!�	�	���� !� $����	
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).0(,
)(

cos πϕϕ ≤≤=
YX

XY
,	 �	��	� 	 �	���� , �

����� � �������	 !�����	�	��	 ����� ��", ��� ��"���
��������%� �� �	�������. �� "���� !�����������, �
������� ��	�	�� �������	 !�����	�	��	, �!���	����
�	��	��: 	�� �	���� X,Y  ��������%� , ��: 

).()()()()))(((
2

YYYXXYXXYXYXYX +++=++=+
&�����	�	��	 (XY)=(YX)=0, ��� ��� �	���� 

��������%� , �	�����	%��, .
222

YXYX +=+
�� �	�	���� �������� !����������� �!���	����

����	 �	���	����� /�'�-<�����������:  
.)( YXXY ≤ �����	� ��� �	���	�����. ���%�	� "��	

�	�����	 ��" ���� >  � �������� �	�	�� X-7Y.  ,����
((X-7Y)(X-7Y))!0  !� ������	 4. 2 �����
 ������ !�

�������� 1-3 ��� � ���	��	 ����� ��!����% �� �

������� (��)-27(XY)+72(YY)!0. *������	%�� >   
!��	��		 � ���	��	 ���	��� �������� � ��	��	���, 
����	��� �������� ��%'	 ��� �� ���� ��" ��

"���� ����	��� �����	���. � ���� ����	 ������������

����������� ��	��	�� ���	� � �% �	!�����	%� �, 
�.	. ,)(0))((4)(4 2 YXXY���YYXXXY ≤≤− ��� �

��	������% �������%.  
� !����������	 En  �� "� �   X,Y nR∈

�!���	���� �	���	����� ��	���%���� .YXYX +≤+
�� �������	%���� ����� �	���	����� ���!�%��	���

�	���	������ /�'�–<�����������.   
222222

)(2)(2)))((( YXYYXXYXYXYXYXYX +=++≤++=++=+

���"�� .YXYX +≤+   *�	�����, ��� ��	��
 �	����

��������	� "���� �������.  
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��� ��� �	��	� � �	����� ��������%� , �� ���

�	��� ���� ���	�
2

π
. �	����   e1,e2,…en  ������"�  

��������������� 
 �����, 	�� ��� !�!����

��������%� � ����� ������� ����� 	����#	,  �.	.  

.,...,2,11)(0)( ni���ee�ji���ee iiji ==≠=
��

������ n-�	���� 	�������� !����������	

��������������� 
 ����� �	 	������	�� 
. &���	���
������������������ ������ ���	� �����% �	������

!�������%� 
  ����� 	������� !����������� ��	�

������� ��	������:
).1,...,0,0(...,),0,...,1,0(),0,...,0,1( 21 === neee

*�������������� 
 ����� – ��� ����� ����� 
 �����

!�����������. *����� ��% ���� ������� � ���, ��� 	��
!������%� 	 �	���� !����������� � � 8 �!�	�		� �

����� �����	, �� �� �������	 !�����	�	��	 ����� ����	
!�����	�	��
 �����	�����"��� ��������� ���� �	������   
(xy)=x1y1+x2y2+….+xnyn.

/�������� !������%���� �	����� � �������	%��

������������������ ������ ���� ������ �

!�����	�	���� ����� �	����� �� �����	�����"��	

������ 	 �	���� . ,���� �������, � 	��������

!����������	 ��������������� 
 ����� �����	�

���
������, �������� �� ���
����� �	���������

!�������%���� ������. 

������.   &���	���%, ��� �	���� �1=(1,-1,0),  
�2=(2,2,1),  �3=(1,1,-4)  ������"� ��������������� 
 �����
� �� �	����� �=(2,5,3) ��
�� �����	��	 !� ����� ������. 
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�������.    &���	���, �������"� � �	���� �1, �2, 
�3 ����� � R3. �� ����� �������� �!�	�	��	% ��

���!��	���� �	������ � � ����� 	��

.018

410

121

121

≠−=
−

−

2	�����	%��, �	���� �������"� ����� �
!����������	 R3.   &���	��� ��������%����% �	������ �
!����%" ��������� !�����	�	���:  

.,0422

,,0011

,,0022

3232

2131

2121

�#���������0����

�#���������0����

�#���������0����

−�=−+=
−�=−−=
−�=+−=

,���� �������, �	���� !�!���� ��������%� �
�������"�  �����. 2������� �	!	�% ��������������� 

�����: 

).
23

4
,

23

1
,

23

1
(

),
3

2
,

3

2
,

3

2
(

),0,
2

1
,

2

1
(

3

3
3

2

2
2

1

1
1

−==

==

−==

∗

∗

∗

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�	���� ∗∗∗
321 ,, ��� ��������%� � ��	"�

	�������" ����, �� 	��% �������"� ��������������� 

����� � ��������� �	����� � �������	%�� ����� ������

���� ������ � !�����	�	����  � �� �����	�����"��	
������ 	 �	���� . 
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.
23

2

23
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23

5

23

2

,
3

17
1

3
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3

4

,
2

3

2

5

2

2
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2
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∗

∗

∗

x�

x�

x�

�����.   �	���� �=- .
23

2

3

17

2

3
321
∗∗∗ −+ ���

)��	����	. ��� ���� 
 ����� �	 ���	���  
��������%� �, �� �����	��	 !� �	�� ����	����	���
!� !�����, ������	 ����	�� � !������$	 3.4. 

�	����
��� ���  ���������
������ �
�
���

&���	���% �������"� � �	���� ��������%� 


����� � �������% �	���� � !� ����� ������: 

1)

)5,2,3(

)1,1,1(

)1,2,1(

)2,0,2(

3

2

1

−=
=

−=
−=

�

�

�

�

    2) 

)1,1,3(

)2,3,2(

)1,3,2(

)5,2,1(

3

2

1

−=
−−=
−−=

=

�

�

�

�

*��	� :  
.32   )2

.32622   )1
*
3

*
2

*
1

*
3

*
2

*
1

eeex

eeex

++=

++−=

4. '��
���
 	�
����%������ � ���
���
 �	
������

4.1. ������� ���
����� 	�
����%������

(��������� ��� ��	
� � �	����� � !�����������   
−nR ����	������ n � mR ����	������ m.  &���% ������

�����#� ���	: 
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�= .
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����
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�

��� ��!����% ��������	 ���	�����:             
y=Ax                   (4.1.1) 

��	 �=(�1,�2,…,��) ,),...,,(, 21 mmn RyyyyR ∈=∈   ��

�������, ��� ������ ��	
��	 !�	����������	 �	������. 
1����#� + ��� ��	��� ��	
� � �!	�������, ����"���
�������	��	 !����������� .mn R�R

� ���	��	 (4.1.1) �	�	� ���!��	�� �	������

��		� ���: 
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=

�
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�
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22221
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                 ( 4.1.2.) 

*�	�����, ��� �� (4.1.2) �	��	�
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              (4.1.3) 

��� �����#� ���������� � �	� ����	����, �� 	��%
det(A) ,0≠ �� �	���� y=(y1,y2,…,yn) ���	� !�����	���%

���� �	 !����������� Rn.  ,���� �������, ��� �!	����� �

��������	� !����������� Rn � �	��. ,���	 �!	����� 

���	� ��!�%�����% � ��%�	
'	� !�� ����	��� �	� .  
���	
� 	 �!	����� ����	�����"� �	��"���

������'	����: 
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1) �(�+*)=�(�)+�(*) 
2) �(	�)=	�(�), � � �,* nR∈  ,	- �	
�����	%��	 ����. 

3) (�+
)�=�(�)+
(�) 
4) (�
)�=�(
(�)), ��	 �����# �, 
 �������� 	 �

����
 � ��
 �	 ����	������. 2��	����	� ��	��

�!	����� 0, !	�	������
 ��	 �	���� !�����������
Rn � ��	� 	 �	���� 0�=0 � ����	���	�� 


�!	����� �, ������"��
 �	���� �	���	�� �, �.	. 
��=�.

������. � !����������	 R3 � �����	 �1,�2.�3  ��	
� 


�!	����� ����� �����#	
 �= .

235

421

301

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
− ��
�� �����

�	����� �=�1-2�2+3�3.

�������.   &� $������ (4.1.2),  (4.1.3) ��		�

.

17

7

10

3  

2

1   

2     3 -  5  

4     2    1- 

3     0     1  

3

2

1

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

=
�
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y

y

�����. y=10	1 +7	2 +17	3. 

4.2. $%�
�
��
 ������� ���
����� 	�
����%������  
	�� 	
�
���
 � ����� ��%�� 

� !������$	 3.7. � ��������	� !	�	��	�

��������� $������������� �	����� !�� !	�	���	 � ������

������, ��	� !�����	 �����# !	�	����. ,	!	�% !���% �
������ �����	 �1. �2….,��  ��		��� ��	
��	

!�	����������	 � ��������
 $���	: 
Q=AP,                             (4.2.1) 
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��	 Q–�����#�-����	#, ������	���� �� ���!��	��

�	����� q=(q1,q2,…qn) � P-�����#�-����	#, ������	����
�� ���!��	�� �	����� �=(�1,�2….,��). �- �����#�

!�	����������� �	������

�= .

21

22221

11211

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

nnnn

n

n

���

���

���

�

����

�

�

&�� !	�	���	 � ������ ������
//

2
/

1 ,...,, neee �	 �	

�	���� �, q ����� ��	�% ��� 	 ���������   

�= ),...,( //
2

/
1 mppp � ),..,,( //

2
/

1 nqqqq = . &�	����������	 ��		�

���: 
PAQ ′′=′                                 (4.2.2) 

��
�	� �����#� +´ �� �	��"��� �������	��
. &�
$����	 (3.7.5)  ��		�: 

�=��´                                             (4.2.3) 
Q=CQ  ́                        (4.2.4) 

)�	�% �-�����#� !	�	����. � ���	����� (4.2.1) 
!�������� (4.2.3) � (4.2.4), !�����: 

�Q´=ACP´                                        (4.2.5)
6������ ���	����� (4.2.5) �	�� �� �����#� �

-1,
�������" �����#	 !	�	����:  �-1

�Q´=�-1
���´.

,�� ��� �
-1
�=�- 	�������� �����#�, �� !����	�: 

           Q´=C-1
���´                                      (4.2.6) 

.�� � 	��% ��	
��	 !�	����������	 �	������ �

����� �����	. 1����#� ��	
���� �!	������ � �����

�����	 � ����	��� !� $����	: 
�´=�-1

��                              (4.2.7) 
)��	���, ��� �� ��������
 $����  (4.2.7) �	��	�

������	 ���	����� Det(A´)=det(A), �� 	��% �	�����

�!�	�	��	� �����# �!	������ �	 ������� �� � ����
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������. �	
�����	%��, ��!�%��� ���
���� �!�	�	��		
,   
!����	�: 

.1111 ���������������� ======′ −−−−

. 
������.   �  �����	 �1, �2 !�	����������	 ��		� �����#�

�= ��
�

�
��
�

�

23

41
. ��
�� �����#� ����� !�	����������� � �����

�����	 .23,,, 21
/

221
/

1
/

2
/

1 ������������ +=−=
�������.     2������� �����#� !	�	����  � ������ ������, 
���!����� ��������� �	������ �1´=(1,-1), �2´=(3,2) !�

����#��, �= ��
�

�
��
�

�

− 21

31
. � ����� �������" �����#� �

-

1= .
11

32
5
1

��
�

�
��
�

� −

1����#� �!	������ � � ����� �����	 ���	�

!���	�� !� $����	 (4.2.7): 

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�−
=��

�

�
��
�

�−
=��

�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�−
=��

�

�
��
�

�

−
⋅��
�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�

5

24
   

5

2
- 

5

17
-  

5

9

24   2- 

17-  9

5

1
2    1-

3    1  

6    4  

2   7

5

1
21

31

2   3

4   1

1    1 

3-  2

5

1

*��	�. 1����#� �!	������ � ����� �����	 �����: 

�
�
�

�
�
�
�

�

−
−−

5
24

5
2

5
17

5
9

. 
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4.3.  ������
���
 �
����� � ������
���


%���
��� ���
����� �	
������

*!�	�		��	. �	��	��
 �	���� � ��� ��	���

������	�� � �	������ ��	
���� �!	������ �, 	��

��
�	��� ����	 �	
�����	%��	 ���� = , ��� ��=	�. -���
= ��� ��	��� ������	�� � ����	��	� �!	������ (�����# )  
�. 

   �� �!�	�		��� �	��	�, ��� ������	�� 
 �	����

!��	 �	
����� �� �	�� �!	������� �, !	�	����� � ��� �	
�	����, �����	�� 
 �� ����, �� 	��% � �	����

����	��� 
 ������ �	�	. �� ���������� ���	�����

A�=	� �	��"� ���	�����, ���� ��"��	 ���!��	�� 

�	����� �=(�1,�2,…,��):

�
�

�

�
�

	




=+++
=
=+++
=+++

....

................................

,...

,...

221

22222121

11212111

nnnnnnn

nn

nn

xxaxaxa

xxaxaxa

xxaxaxa

λ

λ
λ

              (4.3.1) 

&	�	!�'	� ����	�� �����	��
 (4.3.1) � ���	: 

�
�

�

�
�

	




=−+++
=
=++−+
=+++−

.0)(...

,0.........................

,0...)(

,0...)(

2211

2222121

1212111

nnnnn

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa

λ

λ
λ

     (4.3.2) 

�� (�-	�)�=0
2���	�� (4.3.2) ���������� � �� ���	���������

�	��	� � �	'	��
 ����
 ����	� �	�������� �

����������, ���� �!�	�	��	% ���
 ����	� �������

��". 
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0

....

.....................

...

...

21

22221

11211

=

−

−
−

=−

λ

λ
λ

λ

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

EA      (4.3.3) 

6����	��	(4.3.3) ��� ��	��� ������	������	����

�����	��	� �!	������ (�����# ) �. �	��� ����% �����

�����	��� ���	��� ������	��� ��	!	�� n �������	%��
������	����� ����	��� =. .��� ������	� ��� ��	���

������	������	���� ������	���  ��	
���� �!	������

(�����# ) �. 5�����	������	���
 ������	� �	 ������� ��
� ���� ������. .�� ���
���� ������	�� ��		� �	���

!�����, ��� �	����� �!�	�	��	�  �����# ��	
����

�!	������ �	 ������� �� � ���� ������. 
������. ��
�� ������	�� 	 ����	��� � ������	�� 	

�	���� ��	
���� �!	������, ��������� �����#	


+= ��
�

�
��
�

�

− 41

21
. 

�������. 2������� ������	������	���	 �����	��	

(4.3.3) 

0650
41

21 2 =+−�=
−−

−
=− λλ

λ
λ

λ��

/���� ����� ����������� �����	��� 	1=2 � 	2=3   
���"��� ������	�� �� ����	����� �����# . ��

������� ������	����� ����	��� ��
�	� �����	�����"�		

����	���� ������	�� � �	������. 
�) &�������� 	=	1=2  � ����	�� �����	��
 (4.3.2), 

!�����

�
	



=�
=+−
=+−

.2
02

02
21

21

21
��

��

��
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&������� �2=k "� 	 ����� 	 ����	��� (�2 0≠ ),
!����� ����	���� ����	��� � �	������ �1=(2k,k),  
k 0≠ .

�) +�������� �� ===2=3 ��
�	� ����	��

�����	��
: 

�
	



=�
=+−
=+−

21
21

21

0

022
��

��

��
. *�������� �2=(k,k) ,k 0≠ .

2�����	�� 	 �	���� ��	"� �����	 ���
����: 	��
������	�� 	 ����	��� !�!���� ������ , ����� ����	� 
�����	�����"��� ������	�� � �	������ ��	
��

�	������� � ������"� ����� �	�������� !�����������. 
1����#� ��	
���� �!	������ � �����	 �� ������	�� �

�	������, �����	�����"��� ������ � ������	�� �

����	����, ��		� �������%� 
 ���: 

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

=∗

n

�

λ

λ
λ

...00

............

0...0

0...0

2

1

. 

������. &���	��� �����#� �= ��
�

�
��
�

�

− 41

21
�

�������%���� ����. 
�������. �� �����
 �����# � !�	� ���	�

!���	�	 ��
�	� ������	�� 	 ����	��� � ������	�� 	

�	���� . &���% k=1, ����� �	���� �1=(2,1) � �2=(1, 1)
������"� ����� ��� ��� ��	
�� �	������� � �	����� �

!����������	 R2. ��
�	�  �����#� �
*
� � ������� �����	

!� $����	  �* =�-1
� �. 1����#� !	�	���� �= ��

�

�
��
�

�

11

12
�

�������� � �	
 �
-1= ��

�

�
��
�

�

−
−
21

11
.  
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)�����: 

+
*= =��

�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�

−
−

=��
�

�
��
�

�
�
�

�
�
�

�

−��
�

�
��
�

�

−
−

11

12

63

22

11

12

41

21

21

11
��
�

�
��
�

�

30

02
.�

����.  �*= ��
�

�
��
�

�

30

02
��		� �������%� 
 ���, �� ��������

���!���	� ������	�� 	 ����	��� �����
 �����# . 
     ������. &���	��� � �������%���� ����

�����#�: 

�= .

424

023

112

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−−

�������. ��
�	� ������	�� 	 ����	��� �����# +. ��
����� �������� ������	������	���	 �����	��	: 

0

424

023

112

=
−

−−
−−−

λ
λ

λ
. 

(���� ��� "� � �!������ �!�	�	��	%, !�����
�����	��	 ��	�%	
 ��	!	�� (2-	)(	-3)2=0, ������	 ��		�

������	�� 	 ����	��� 	1=2, 	2=	3=3. ,�� ��� ��	�� ����	

������	������	����� �����	��� ��	"��� ����� 	 �����, 
�� �	%�� � ����% ����� �� ������	�� � �	������ �

�����#� � �	 !��������� � �������%���� ����. 

�	����
��� ��� ���������
������ �
�
���

1. ��
�� ������	�� 	 ����	��� � ������	�� 	 �	���� 

�����# �= ��
�

�
��
�

� −
51

22
 . 
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2. &���	��� �����#� � �������%���� ���� �= ��
�

�
��
�

�

34

25
.

3. ���� �����#� �=
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−

122

020

021

.  

2�������% �����#� � !	�	���� � ������ ��

������	�� � �	������ � ��
�� �����#� 
= �-1
� �.

*��	� : 1. ,31 =λ   ,42 =λ ( )kkl ,21 −= , .0),,(2 ≠− kkkl

              2. ��
�

�
��
�

�

70

01
. 

 3. �= 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

� −−

122

003

016

, 
=
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−

100

010

002

.                  

4.4.�����������
 � ����
����
���
 �������  
���
���� 	�
����%������

1����#� � ���	��� ����	����	���
, 	�� ��� �	
�	��	��� !�� �����!����������, �� 	��% �= .�   
��!���	�, �	��"��	 �����# ����	����	���	  

.

791

904

143

,
35

51

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−

−

��
�

�
��
�

�−

2��
���� ����	����	���� �����#: 
1. 2�����	�� 	 ����	��� ����	����	���
 �����#  – 
�	
�����	%� 	 ����. 
2. �"��� ����	����	���� �����#� ��		� !� ���
�	
 �	�	
���� ����� !�!���� !	�!	�������� � ������	�� �

�	������. 
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3. 2���	����	���� �����#� ���	� � �% !���	�	�� �

�������%���� ����. 
1����#� Q ��� ��	��� ��������%��
, 	�� !��

�����!���������� ��� ���!���	� �� ���	
 �������


�����#	
, �� 	��% Q-1= TQ .
2��
���� ��������%� � �����# Q: 

1) ��� �����#� ��������%���, �� Q-1
����	

��������%���. 
2) 2���# �����# Q ������"� ����������������"

����	�� �	������. 
3) �� �����
 ����	����	���
 �����# �� ���	����	�

����� ��������%��� �����#� Q, ��� �����#�   QAQ C
1−

���	��� �������%��
. 
�� ��������� !	�	���	�� � ���
���

����	����	���� � ��������%� � �����#

(!�	����������
)  ����� ��������% !�� !���	�	���

����	����	���
 �����# � �������%���� ����: 

1. ��
�� ������	�� 	 ����	��� �����# . 
2. 2$���������% ����� �� ��������%� � ������	�� �   

�	������. 
3. 2�������% �����#� !	�	���� � � ������ ��

������	�� � �	������. 
4. 2���# �����# � !���	�����% ��������#��  
      (�.	. ���� 
 ������	�� 
 �	���� ����	��% �� 	��  

����), � �	��%���	 !������� �����#� Q.
5. ,����!������ �����#� Q,  !����� �������" �����#�   

Q-1.
6. � �����: 
!�����	�	��	 −= − * 1* ., AQAQ� C �������%��� �����#�. 

������. &���	��� ����	����	���" �����#� � �

�������%���� ���� � !����%" ��������%��
 �����#   
Q, 	��  
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�=
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−−
−

322

212

223

. 

�������. 2������� ������	������	���	 �����	��	       
det(A-	E)=0,

.045950

322

212

223
23 =+−−�=

−
−−−

−−
λλλ

λ
λ

λ

/���� ������	������	����� �����	���: 
−==−= 5,3,3 321 λλλ �	
�����	%� 	 � ������ 	

����.  *!�	�	�� ������	�� 	 �	���� . � ����	��

�����	��
: 

�
�

�
	




=−++
=++−−
=+−−

0)3(22

02)1(2

022)3(

321

321

321

���

���

���

λ
λ

λ
!�������� ������	�� 	

����	���. 
1) ===1=-3 !�����

�
�

�
	




��

�
	



�
	



�
	



−=
−=

�
−=

=−
�

=+
=−−

�

=++
=++−
=+−

32

31

32

321

32

321

321

321

321

2202

0

0622

0222

0226

��

��

��

���

��

���

���

���

���

     

�3 - "��	 ����, � �	 ����� ��". &���% �3=-1, �����
��		� ������	�� 
 �	���� �1=(1, 2, -1).
2) ���%�	� 	=	2=3. 

�
�

�
	




�
	



�
	



=
−=

�
−=

=
�

=+
=+−−
=+−

.

022

0242

022

32

31

21

32

21

321

32

��

��

��

��

��

���

��

      

&���% �3=1. �����
 ������	�� 
 �	���� �2=(-1, 1, 1). 
3) &�������� 	=	3=5. 
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�
�

�
	




�
	



�
	



=
=

�
=
=−+

�

=−+
=+−−
=+−−

.
00

0

0222

0262

0222

2

31

2

321

321

321

321

�

��

�

���

���

���

���

��� �3=1, �� �3=(1,0,1). &���	�� 	 ������	�� 	
�	���� !�!���� ��������%� :  

.0,0,0 323121 === ������ ��		� ��������%� 
 �����: 

).1,0,1()1,1,1(),1,2,1( 321 =−=−= ��� 1����#� !	�	���� � �����

������
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−

−
=

111

012

111

� . 1���� � � � ��
��  �-1
�

����� �������%��� �����#� .* 1���� −=   *����� � ���		
����������% �����, ����	�� ���� 
  �	���� �� 	��

���� � ��������% �����#�Q. �	
�����	%��

),,0,(),,,(),,( 2
1

2
1

33
1

3
1

3
1

26
1

6
2

6
1

1
=−=−= ∗∗∗ ���

- ��� ��������������� 
 �����.  1����#�

Q=
�
�

�


�

�
�

�
	




−

−

2
1

3
1

6
1

3
1

6
2

2
1

3
1

6
1

0 - ��������%��� �����#�. 

&� ���
���� 1−= QQT ��!�'	� �������" �����#�: 

.

0 2
1

2
1

3
1

3
1

3
1

6
1

6
2

6
1

1

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−=−Q � ����� !�����	�	��	 ��	�

�����#, !����� �������%��" �����#�

.

500

030

003
*

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�−
=A�
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(��������� �	!	�% !���	�, � ������� ������	�� 	
���� �	 ��	 ������ . 
������.  &���	��� � �������%���� ���� �����#� +, 
�!�	�	�"��" ��	
��	 !�	����������	 � ��������%���

�����	:
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−−
−−
−

=
124

222

421

� . 

�������.  2������� ������	������	���	 �����	��	. 

.054270

124

222

421
3 =−−�=

−−−
−−−
−−

λλ
λ

λ
λ

   (*) 

(	'�� �����	��	, ��
�	� ������	�� 	 ����	���

.6,3,3 321 =−=−= λλλ   �� ������	��� ������	�� �

�	������ � ����	�� �����	��


�
�

�
	




=−+−−
=−−−+
=−+−

=−
0)1(24

02)2(2

042)1(

)(

321

321

321

���

���

���

���

λ
λ

λ
λ !��������

������ �������� 
 ���	�% ===1==2=-3. &�����

�	��"��" ����	��  
�
�

�
	




=+−−
=−+
=−+

,

0424

022

0424

321

321

321

���

���

���

  �������

�������� � ������ �����	��": 
2�1+�2-2�3=0                                  (**) 

�� !��	��	�� �����	��� ����� ��	��% � ���, 
������ 	�� ������ � !�����	�	��	�, ��� ��	 ������	�� 	
�	���� �1, �2 , �����	�����"��	 �������� ������	�����
����	��"  ==-3, 	��� � ����
 !������� � ��������%� 
�	����� �=(2,1,-2),  ��������� �������� 	��%

���$$�#�	�� �����	��� (**). 2	�����	%��, �	���� 	
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!�����	��� ����	���� ������	�� � �	������, 
�����	�����"��� 	3=6.  .��� $��� ����� !���	���%

�	��"��� �������: !�������� 	3=6 � ����	�� (*), �
���	� !�������� ���� ��������� �	����� �. &�����  

�
�

�
	




=−−−
=−−
=−+−

0524

0282

0425

321

321

321

���

���

���

.                &�� �1=2  �2=1,  �3=-2: -

10+2+8=0   4-8+4=0,   -8-2+10=0. &������ �3=�=(2,1,-2).
,	!	�%, !�%����% �����	��	� (**), !���	�	� �	'	��	

�1=1,  �2=2,  �3=2 � ��������� ������	�� 
 �	���� �2=(1, 
2, 2). -��� ��
�� 	�	 ���� ������	�� 
 �	����  ��
�	����	����� ����	���� �	������, �����	�����"��� 	=-
3, !���	� �� �������	, ��� ����� 
 �	���� ���	� � �%
��������	� �	������  �2 � �3 . 2	�����	%��, 	�� �����
� �����% ��� �	������	 !�����	�	��	, �.	. 	1=[ ]23,�� .  �

�����������
 $���	 ��� � ����� �	��"��� �������: 

).3,6,6(,366

221

212 11 −=+−=−= ekji

kji

�

,���� �������, ��� 
 ��������%� 
 ����� ��

������	�� � �	������:  �1=(6,-6,3),  �2=(1,2,2),   
�3=(2,1,-2). (���	�� ���� 
 �	���� �� 	��   ����

,3,3,9 321 === ��� � !����� ��������������� 


�����  ).,,(),,,(),,,( 3
2

3
1

3
2

303
2

3
2

3
1

203
1

3
2

3
2

10 −==−= ���   

*�������%��� �����#�:   

.

221

122

212

3
1

3
2

3
2

3
1

3
1

3
2

3
2

3
2

3
1

3
2

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−=

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−=Q
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*������� �����#�: Q-1 =   Q T  = .

212

221

122

3
1

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−

−
  

�������%��� �����#�, �!�	�	�"��� !�	����������	 �
����� ����������������� �����	, ��
�	��� !� $����	:  

.

600

030

003

221

122

212

.

124

222

421

.

212

221

122

* 9
11

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−

=
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−−
−−
−

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−

−
== − AQQA

�����:  .

600

030

003

*
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−

=A    

��� ������	�� 	 ����	��� ����	����	���


�����# � ��	��	����  ��	
���  !����������	  ��	
��������    	1=	2=	3=	, �� �����#� �!�	�	�	�

!�	����������	 !������ � ���$$�#�	����  =. � ����

����	 ��	 �	���� !����������� ���"��� ������	�� ��

�	�������. � ���	���	 ������ ������ ����� ����% "��"

���
�� 	������ � !�!���� ��������%� � �	������, 
��!���	� �1=(1,0,0),  �2=(0,1,0),  �3=(0,0,1).

5."����������
 +����

5.1.������� ������������ +����

*!�	�		��	. /����������
 $����
 L(�1,�2,…,��) �� n
!	�	�	�� � ��� ��	��� �����, ���� 
 �	� ������


���	��� �� ��������� ����
 �� !	�	�	�� � ��

!�����	�	��	� ���� ���� � !	�	�	�� �, ���� � �

�	����� �� ���$$�#�	����� – �	
�����	%� ��

������. 
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��= .),...,,( 21 jiijn xxaxxxL

1 ���	� ������������% ���������� 	 $��� �

����� !	�	�	�� ��  

2
2222112

2
11121 2),( xaxxaxaxxL ++=                 (5.1.1) 

� � ��	�� !	�	�	�� ��
2 2 2

1 2 3 11 1 22 2 33 3 12 1 2

13 1 3 23 2 3

( , , ) 2

2 2                     

L x x x a x a x a x a x x

a x x a x x

= + + + +
+ +

   (5.1.2)  

/��������� 	 $��� ����� ��!����% � ��������
 $���	, 
��	�� � ��������	��	 �����#� + �����������
 $��� . 
�� (5.1.1) �����#�  ��		� ��� .

2212

1211
��
�

�
��
�

�
=

��

��
�

�� (5.1.2)   �����#� ��!�� ��	��� � ���	: 

+= .

332313

232212

131211

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

���

���

���

,� 	��% �����#� �����������
 $��� ���	���

����	����	���
 �����#	
. �� !	�	�	�� � ��������  
�����#�-����	# � � �����!����������� � - �����#� – 
������. ,���� ������������ $���� ���	� � �% ��!����� �
���	 !�����	�	��� ��	� �����#: 

AXXL T=                     ( 5.1.3) 

������.   ���� ������������ $���� .542),( 2
221

2
121 xxxxxxL +−=

)�!����% 		 � ��������
 $���	. 
�������.  1����#� �����������
 $��� �������	���

�	��"��� �������: �	�	�� �����
 �������� ���� 

���$$�#�	���� !�� ��������� !	�	�	�� �, ����%� 	
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�	�	�� ���� !�����	 ���$$�#�	��� !��

!�����	�	��� �1�2: 

�= .
52

22
��
�

�
��
�

�

−
−

1����#� �= ( )., 21
2

1
���

�

�
 =��

�

�
��
�

�
  

,���� �������, ( ) .
52

22
,),(

2

1
2121 ��

�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�

−
−

=
x

x
xxxxL

������.  ��!����% �����#� �����������
 $���   
.6453),,( 2

3
2
23121

2
1321 xxxxxxxxxxL ++−+=

�������. �� �����
 �������� ���!����	� �	�	�� !��
��������� !	�	�	�� � �11=3, �22=1, �33=6, ����%� 	
�	�	�� �12=�21=5/2, �13=�31=-2, �23=�32=0. 

2	�����	%��, +=
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−

−

602

015.2

25.23

. 

(��� �����# �����������
 $��� ��� ��"�

������ �����������
 $��� . ��� ���� ���!���	� �

����� !	�	�	�� � �����������
 $��� , �� 		 ��� ��"�
�	� ����	���
. ��� ���� �	�%'	, �� ������������

$����– � ����	����. 
������.  ?��	��� � �	� ����	���
 ������������ $����  
L(�1,�2,�3 ) = �2

1+4�1�3? 
�������.    2������� �����#� �����������
 $���   

�= .

002

000

201

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

��
�	� ���� �����# �. ,�� ��� �	�����

����� �	 ������� �� �	�	����� � !�	����������


�����# , �� ������ ��� ��	��" ������, ��
�	� �����

������� !������ �2= ,2)(04
02

21
=�≠−= Ar �� 	��%
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���� �	�%'	 ��	� !	�	�	�� �, �������� � �����������"
$����. 2	�����	%��, ������ ������������ $����

� ����	����. 

5.2."������
���� ��� ������������ +����

� �����������
 $���	 AXXL T= ����� � !����%

��	
��	 !�	����������	 !	�	�	�� �  
−==== nnij

T
nn cCyyyYxxxXCYX )(,),...,,(),,...,,(, 2121

�	� ����	���� ���������� �����#� n-��� !������. 
6��� ��� ��	
��	 !�	����������	 !	�	�	�� �, !�����
���	�����: 

YACCYACYCYCYACYAXXL TTTTTT )()()( ====     
(5.2.1) 

)�	�% ��!�%������ ���
���� TTT CYCY =)( . �����

�����#� �����������
 $��� 

ACCA T=∗                             ( 5.2.2) 
&	�������%��� ������������ $���� � !���	����

�� �		 (5.2.1) � !����%" �	� ����	����� ��	
����

!�	����������� ��� ��"��� ������	��� ��

���������� �� $������. 
������. ���� ������������ $����

2
221

2
121 32),( xxxxxxL ++= . ��
�� ������	����"

�����������" $���� L(y1,y2), ��!�%��� ��	
��	

!�	����������	 !	�	�	�� �  �1=*1-2*2,  �2=*1+*2. 
�������.   &� �����" �����#� �����
 �����������


$��� �= .
31

11
��
�

�
��
�

�
  )������	 ��	
��	 !�	����������	 �

��������
 $���	 ��
�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

� −
=��

�

�
��
�

�

2

1

2

1

11

21

*

*

�

�
. 
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2	�����	%��, �����#� �= .
11

21
��
�

�
��
�

� −

,	!	�% !� $����	 (5.2.2) ����� �����#� !����	���: 

.
30

06

11

21

31

11

12

11
��
�

�
��
�

�
=��

�

�
��
�

� −
��
�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�

−
==∗ ���� 

�����. /����������� $����, ������	����� �����


.36),( 2
2

2
121 yyyyL +=

	�
�
�
��
. /����������� $���� ��		� �������	���

���, 	�� ��	 ���$$�#�	�� jiaij ≠= 0 , �.	. 

22
222

2
111 ... nnnxaxaxaL +++= � 		 �����#� ���	���

�������%��
.  
� !���	�	 !��	 ��	
���� !�	�����������

������������ $���� !����� �������	���
 ���.  
2!���	���� �	��"�		 ���	���	��	: "���

������������ $���� � !����%" �	� ����	�����  
��	
���� !�	����������� !	�	�	�� � ���	� � �%

!���	�	�� � �������	����� ����. ������� ��� �!�����

!���	�	��� ���������� � $��� � �������	����� ����. 
����#1 �����$.  ��	� �	���� ������� � ���, ��� !��	�
����	���	�� � !�	����������
 � �����������
 $���	

!��	�����	%�� � �	�"��� !�� 	 ������� !� ��	�

!	�	�	�� �. 
������.  &���	��� � �������	����� ���� �����������"
$����   .362 2

221
2
1 xxxxL +−=

�������.   � �	�� !�� 
 ������� !� !	�	�	���
 �1: 
.)(23)3(2 2

22
32

22
3

1
2
2

2
22

92
24

9
21

2
1 xxxxxxxxxL −−=+−+−=     

��	�� ��� 	 !	�	�	�� 	 �1=�1- ,, 2222
3 xyx = !�����

�������	���
 ��� .2 2
22

32
1 yyL −=
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������.  &���	��� � �������	����� ���� �����������"
$����  .64453 323121

2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxxL +++++=

�������. 2����� ����!!���	� ��	 ����	� 	, 
���	�����	 �1, � ���	� ��!���� �� �� !����� ��������: 

2
32

2
32321

2
132

2
3

2
23121

2
1 )(4))(4)(4(653)44( xxxxxxxxxxxxxxxxxL +−++++=+++++=

.653)2(4)22(653 323
2
2

2
332

2
2

2
32132

2
3

2
2 xxxxxxxxxxxxxxx +++++−++=++

,	!	�% !�� 
 ������� !� �1 ������	� �	���	�� �, �
��	�� �����'���� ����	� � ���	����	� ��	 �	� , 
���	�����	 �2, � � �	�	� !�� 
 �������: 

2
3

2
32

2
321

2
3

2
332

2
2

2
321 2)()22(2)2()22( xxxxxxxxxxxxxxL ++−++=+++−++=

*�������� *1=�1+2�2+2�3,   *2=�2+�3,   *3=�3,   �
�	��%���	 !����	� �������	���
 ��� .2 2

3
2
2

2
1 yyyL +−=


����1 �����$. 1����#� �����������
 $��� ��	���

����	����	����, !������ ��� ��		� �	
�����	%� 	

������	�� 	 ����	��� � �������� � �������%���� ���� �

!����%" ��	
���� ��������%���� !�	�����������  
�=QY, ��	 Q – ��������%��� �����#� (��. !���	� � 4.4.1)  

��� ������������ $���� ������� �� ����

!	�	�	�� � L=L(x1,x2)  � =1,=2  ������	�� 	 ����	��� 		
�����#  , �� �������	���
 ��� �����������
 $��� 

.2
22

2
11 yyL λλ +=
��� L=L(x1,x2,x3) � 		 �����#� ��		� ������	�� 	

����	��� =1, =2, =3   , �� �������	���
 ��� � ��� �  
!	�	�	�� � .2

33
2
22

2
11 yyyL λλλ ++=    

-��� ��
�� ��	
��	 !�	����������	

!	�	�	�� �, !��������� �����������" $���� �

�������	����� ����, ����� ��
�� ������	�� 	 �	���� , 
����������% �� � ��!����% �����#� Q.   
������.  &���	��� � �������	����� ���� �����������"
$���� .343 2

221
2
1 xxxxL +−=   
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�������. 1����#� �����
 �����������
 $��� 

+= ��
�

�
��
�

�

−
−
32

23
. 5�����	������	���	 �����	��	: 

05604)3(0
32

23 22 =+−�=−−�=
−−
−−

λλλ
λ

λ
. 

2�����	�� 	 ����	��� =1=1,=2=5.  /����������� $���� �
����� �����	 �� ������	�� � �	������  ��		�

�������	���
 ���   .5 2
2

2
1 yyL +=     

��
�	� ������	�� 	 �	���� . �� ����� � ����	��

�����	��
 ���� (4.3.2)  
�
	



=−+−
=−−

0)3(2

02)3(

21

21

xx

xx

λ
λ

,   

!�������� ������	�� 	 ����	���. 

�) &�� 	=	1=1 !�����
�
	



=�
=+−
=−

.
022

022
21

21

21
��

��

��

&���% �2=1 � �1=1.  ,���� �1=(1,1).

�) &�� 	=	2=5 ����	�� ��		� ���
�
	



=−−
=−−

.
022

022

21

21

��

��
  

,���� �������, �1=-�2 � �� �����
 ������	�� 


�	���� ����� ����%    �2=(-1,1). *�	�����, ��� �1�2=0 – 
�	���� ��������%� . �������� �1, �2, ��!�'	�

��������������� 
 �����: 
�1=( ).,(),,

2

1

2

1
22

1

2

1 −=�

1����#� .
2

1
2

1
2

1
2

1

�
�

�

�

�
�

�

� −
=Q 2	�����	%��, 

!�	����������	 ��������� !���	��.  
., 22

1
12

1
222

1
12

1
1 yyxyyx +=−=

)��	���, ��� � ����	 ��������%� �

!�	����������
 	��� !�����% �������	 !�	����������	
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!	�	�	�� �, ���!�%�����'��% ���
�����

.1 TQQ =− *������� �����#� �����

., 1

2

1

2

1
2

1

2

1
1 XQYQ −− =

�
�

�

�

�
�

�

�

−
= &������ � !���"���

������'	��� ., 22

1
12

1
222

1
12

1
1 xxyxxy +=+= −

�����.  /������	���
 ���  
.,,5 22

1
12

1
222

1
12

1
1

2
2

2
1 xxyxxyyyL +−=+=+=

������.    &���	��� �����������" $���� �

�������	����� ���� � ��
�� ��������%��	

!�	����������	 !	�	�	�� �, 	��

.62633 323121
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxxL +−++−=

�������.   1����#� �����������
 $��� 

+= .

331

313

133

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−

−
5�����	������	���	 �����	��	: 

,0801650

331

313

133
23 =+−−�=

−−
−−

−−
λλλ

λ
λ

λ

�����  �������� 	1=5, 	2=-4 , 	3=4   ,���� �������	���

��� �����������
 $��� .445 2

3
2
2

2
1 yyyL +−= )��	���,. 

��� ���	��#�� ������	�� � ����	��
 !������%���. 
��!���	�, 	�� ����%  

,5,4,4 321 ==−= λλλ �� �������	���
 ��� ���	�  

.544 2
3

2
2

2
1 yyyL ++−= �� ������� ������ ��������

�������	��
 �	��	��� �����	����	��� ���!���	��	

(���	��#��) ������ � ������	�� � �	������ (�� 	��%

����	�� ���������), � �� � �����������
 $��� �	

�	��	���. 
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��
�	� �	!	�% ��������������� 
 ����� �

!�	����������	 !	�	�	�� �. 2������� ����	��

�����	��
:  

�
�

�
	




=−++−
=+−−+
=−+−

,

0)3(3

03)1(3

03)3(

321

321

321

���

���

���

λ
λ

λ
�.������"

!��	�����	%�� !�������� ������	�� 	 ����	���. 

�) &�� 	=5   ����	�� !���	� ���
�
�

�
	




=−+−
=+−
=−+−

.023

,0363

,032

321

321

321

���

���

���

  

� !�'	� �����#� ����	� � !���	���	� 		

�	�	����� � !�	������������:  

2

000

110

231

330

110

231

132

121

231

=�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−

�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−
−−

�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−−
−

−−
r

&����� ����	�� ������	����" �������
: 

��

�
	



�
	



�
	



=
=

�
=

−=−
�

=−
=+−

.
23

0

023

32

31

32

321

32

321

xx

xx

xx

xxx

xx

xxx

��� �3=k – "��	 ����, �	 �����	 ��", ��
����	���� ������	�� � �	������ (k,k,k). &���% k=1, �����
�1=(1,1,1). 

�) &�� 	=-4  ��		� ����	��
�
�

�
	




=++−
=++
=−+

.073

,0333

,037

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  

&�	������	� �����#� ����	� : 
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2
210

731

210

210

731

48240

840

731

137

111

731

=���
�

�
��
�

� −−
�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�−
�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�−
�
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−

−
r

&� !��	��	
 �����#	 ��!�'	� ����	�� �����	��


�
	



�
	



−=
=

�
−=

=−

32

31

32

321

22

73

xx

xx

xx

xxx
&�� �3=k, ��	 k:0, 

����	���� ������	�� � �	������ (k, -2k, k). ���%�	� k=1, 
����� �2=(1, -2, 1).
�) &�� 	=4 !����� ����	�� �����	��


�
�

�
	




=−+−
=+−
=−+−

03

0353

03

321

321

321

���

xxx

xxx

. )�	�% !	���	 � ��	�%	 �����	���

�������� 	, !������ ��!�'	� �����#� ����	� � ���	: 

.2
040

131

353

131
=���

�

�
��
�

� −−
���

�

�
��
�

�

−
−−

r *����� �	��	�, 

���
�
	



=
−=−

.
0

3

2

321

x

xxx
��� �3=k, ��	 k�0, �� ����	����

������	�� � �	������ (-k, 0, k).  &���% k=1, �����              
�3=(-1,0,1). &����� ������	�� 	 �	���� �1=(1,1,1),  
�2=(1,-2,1),  �3=(-1, 0, 1).�	��� ����	�%, ��� ��� !�!����
��������%� . )�!�'	� ��������������� 
 �����: 

 ,.
2

1
 ,0 ,

2

1
  ,

6

1
 ,

6

2
- ,

6

1
 ,

3

1
 ,

3

1
 ,

3

1
302010 �

�

�
�
�

�−=��
�

�
��
�

�=��
�

�
��
�

�= e ee

*�������%��� �����#� Q= .0

2
1

6
1

3
1

6
2

3
1

2
1

6
1

3
1

��
�
�

�

�

��
�
�

�

�

−
−
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,����!������ �����#� Q, !����� �����#�: 

1−Q = .

0
2

1
2

1
6

1
6

2
6

1
3

1
3

1
3

1

��
�
�

�

�

��
�
�

�

�

−
−

� ��� ��� ,1XQY −= ��!�� ��	� ��������%��	

!�	����������	 !	�	�	�� �: 

32
1

12
1

3

36
1

26
1

16
1

2

33
1

23
1

13
1

1

xxy

xxxy

xxxy

+−=
+−=
++=

                                 (*) 

�����.  /����������� $���� ��		� �������	���
 ���
2
3

2
2

2
1 445 yyyL +−= � �����	 �� ������	�� � �	������ �

���	� � �% !���	�� � !����%" !�	�����������

��������� � ���	 (*). 
*��	��� �	����� 	 ���
���� ���������� � $���: 
1. /������	���
 ��� �����������
 $��� �	

�!�	�	�	��� ����������, ��� ��� ������� �� � ����

����	� ��������� (������ � �	������). 
2. � �������	���� ���	 ���� ����	� � �

!�����	%� �� (����#��	%� ��) ���$$�#�	����� �	

������� �� �!����� !���	�	��� $��� � �������	�����

����. 
3. (��� �����# �����������
 $��� �	 �	��	��� !��

��	
� � !�	������������ !	�	�	�� �. (��� ��	���  
���	� ����	���� �	��	� � ���$$�#�	���� �

�������	���
 $���	. 
4. /����������� $���� ��� ��	��� !�����	%��

(����#��	%��) �!�	�		���
, 	�� !�� ��	� ����	����

!	�	�	�� �, �� ����� � ���� � ���� ������ �� ���, 
� !���	���  

),...,,( 21 nxxxL >0,  ),...,,(( 21 nxxxL <0. 
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��!���	�, −++= 2
3

2
2

2
1 352 xxxL !�����	%�� �!�	�		����

$����, � −−+−= 2
221

2
1 2 xxxxL ����#��	%�� �!�	�		����. 

5.��� ��	 ������	�� 	 ����	��� �����# �����������


$��� !�����	%� , �� ),...,,( 21 nxxxL >0  !�����	%��

�!�	�		��. ��� ��	 ������	�� 	 ����	��� ����#��	%� , 
��  ),...,,(( 21 nxxxL < 0- ����#��	%�� �!�	�		���� $����. 

6.)�����!�	�		�����% �����������
 $��� ���	� � �%

�������	�� � !����%" ����	��� 2�%�	����: 	�� ��	

���� 	 ����� �����# �����������
 $��� 

!�����	%� , �� ������������ $���� !�����	%��

�!�	�		��. ��� ��	 ���� 	 ����� �����# �	�	�����
!������ !�����	%� , �� ������������ $����

����#��	%�� �!�	�		��.  
&���	���������	� �� !���	�	 !	�	���	�� 	 ���
����.  
������.  ���� ������������ $���� .343 2

221
2
1 xxxxL +−=

�	 �������	���
 ��� 2
2

2
1 5yyL +=    !���	� � !����%"

������	�� � ����	��
 	1=1 ,	2=5.  &���	�	� �	!	�% ���

$���� � �������	����� ���� !� !	����� �!����� �

!����%" � �		��� !�� � ���������. 

.)(33)(3

33)(3343
2
23

52
23

2
1

2
2

2
23

42
23

2
1

2
2

2
29

42
29

4
213

42
1

2
221

2
1

xxxxxxx

xxxxxxxxxxL

+−=+−−=

=+−+−=+−=

,���� �������, 
.,,3 2223

2
11

,2
23

52
1 xzxxzzzL =−=+=

/������	���
 ��� �����������
 $��� ������� ��

� ���� ��	
���� !�	����������� !	�	�	�� �, �� 	��% ��
� ���� ����	� ���������. ���,  ��!���	�, ����%  L=1,
�� �����	��� 1315 2

23
52

1
2
2

2
1 =+=+ zz�yy ���"���

�����	����� ������ � ���� �	 ��!�� � ���� � ����	���

���������. 
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������.  � !�	� ���	� !���	�	 � ������� �������	

�� ��, ��� �������	���
 ��� �����������
 $��� �����

��!����% ���� �� �!�������:   

.454

544445
2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1

yyyL���

yyyl���yyyL

++−=

++−=+−=

�� ��	� ���� ��!���� ���� ����	� � �

!�����	%� �� � ����#��	%� �� ���$$�#�	�����

���� � �� �	. 
������. ���	�����% �� ������!�	�		�����%

�����������" $���� .223 3121
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxL −−++=   

�������. 2������� �����#� �����
 �����������


$��� �=
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−

−−

101

011

113

� � ����� ���� 	 ���� 	

����� : 

�1=3>0,  �2= 2
1    1

1-   3  
  =

−
>0, 

�3= 1113

1    0     1

0    1     1

1-   1-     3

  =−−=
−
− >0. 

2	�����	%��, !� ����	��" 2�%�	���� ������������

$���� !�����	%�� �!�	�		����. 

�	����
��� ��� ���������
������ �
�
���

1. &���	��� � �������	����� ���� �����������"

$���� L=�2-*2-4�* !��	� � �		��� !����� ��������. 
/���" �����" �!�	�	�	� �����	��	 L(x,y)=1? 
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2. &���	��� � �������	�����  ���� �����������"

$����, � �	�� !�� 	 ������� , 
L= .2232 3221

2
3

2
2

2
1 ������� ++−−
3. &���	��� � �������	����� ����  �����������"

$����, �!�	�	�� ������	�� 	 ����	��� 		 �����# 
.222353 323122

2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxxL −+−++=

4. &���	��� � �������	����� ���� �����������" $����: 
2
332

2
1 4 xxxxL +−= . 

5. ��
�� ��������%��	 !�	����������	 �	���	��� �, 
!�������		 �����������" $���� � �������	����� ����: 

.62633 323121
2
3

2
2

2
1 xxxxxxxxxL +−++−=

*��	� :  
1. ;5 2

1
2
1 yxL −=   ,21 y�� −= .1 yy =

2. ;4 2
3

2
2

2
1 yyyL −−= ,211 xxy +=  ,322 xxy −= .33 xy =

   3. .632 2
3

2
2

2
1 yyyL ++=

    
   4.  2

3
2
2

2
1 4 yyyL +−= ;       11 xy =

                                              22 xy =
                                              23 2xy −= + 3x

    5.  ;445 2
3

2
2

2
1 yyyL −+=

         11
3

1
xy = 2

3

1
x+ 3

3

1
x+ , 

         12
2

1
xy = 3

2

1
x− , 

         13
6

1
xy = 2

6

2
x− 3

6

1
x+ . 
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&�	���� ��� ������������

1. 2$�������
�	 �!�	�		��	 �����# . 
2. /�� �������% �����#� �� ����? 
3 /���	 �����# ����� !	�	������%? 
4 -�� ������ �����!���������% �����#�? 
5 &	�	�����	 ��� �����#. 
6 /���� �����#� ��		� �!�	�	��	%? 
7 /���	 ���
���� ��		� �!�	�	��	% �����# ? 
8 -�� ����	 ����� � ��	�����	���	 ��!��	���? 
9 /���	 !����� � ���	��� �!�	�	��	� �����# ? 
10 �� ����
 �����# ���	����	� �������� �����#�? 
11 )�!�'��	 ��� �������
 �����# . 
12 ��
�	 �!�	�		��	 ����� �����# . 
13 /���	 !�	����������� �����# ��� ��"���  

�	�	����� ��? 
14 /���	 �����# ��� ��"��� ������	��� ��? 
15 2$������
�	 �	��	�� � ����	 ������	��� �

�����#. 
16 /���� ����	�� ��	
� � �����	��
 ��		�

	������	���	 �	'	��	? 
17 � �C� ���"��	��� !����� /���	�� �	'	��� ����	�

��	
� � �����	��
. 
18 2$�������
�	 ��	" �	���� 0����� �	'	��� ����	�

��	
� � �����	��
. 
19 /���	 ������ ���� � !����%�� �� ����, ���� 

����	�� ��	
� � �����	��
 � � ����	����? 
20 ��
�	 �!�	�		��	 ��	
���� �	��������

!�����������. 
21 -�� ������ �	���� ��	
��  ������� �� ��	
��

�	������� ? 
22 � �	� ���"��	��� !����� �!�	�		��� ��	
��


����������� �� �	����������� ����	� �	������? 
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23 /����� ��% ����� ����	� �	������? 
24 /�� ��������� $�����	���%��� ����	�� �	'	��
 �

����	�����% !����������� �	'	��
 ���������


����	� ��	
� � �����	��
? 
25 &���	���	 !�� !�����	��� ���	�� �	'	���

�	���������
 ����	� ��	
� � �����	��
. 
26 /�� �!�	�	��%, �������"� � �	���� 

��������%� 
 �����?  
27 /�� ����	����	��� !	�	��� � ������ ������? 
28 ��
�	 �!�	�		��	 ��	
���� �!	������ ��	
� �

�	����� � !����������. 
29 /�� ���	��	��� �����#� ��	
���� !�	�����������

!�� !	�	���	 � ������ ������? 
30 /�� ���	��	��� �����#� ��	
���� !�	�����������

!�� !	�	���	 � ������ ������? 
31 ��
�	 �!�	�		��	 ������	�� � �	������ �

������	�� � ����	��
 ��	
���� �!	������. 
32 /���� �����#� ��� ��	��� ��������%��
? 
33 -�� ������	� ����	����	���� �����#�? 
34 &	�	�����	 ���
���� ����	����	���� �

��������%� � �����#. 
35 /�� ����	����	���" �����#� !���	��� �

�������%���� ����? 
36 -�� ������ ������������ $���� � 	C �����#�? 
37 /�� !���	��� �����������" $���� � �������	�����

����?   
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$������ �����
 %������ ��� �� �
����  	� �
�

« '��
���� ���
���». 

1. � �����%, ��!�%��� ���
���� �!�	�	��	�. 

���. *!�	�	��	% ���. *!�	�	��	% ���. *!�	�	��	%

1 

8416

0123

3345

2344

−−−
−

−−−
−−− 2 

2212

0123

5014

5141

−−−
−

− 3 

2212

1124

5014

9341

−
−−

4 

0214

2125

4013

6342

−
−−

− 5 

1316

2125

4013

8441

−
−−

− 6 

0214

1135

5014

10351

−
−−

7 

6263

5137

4015

2386

−−−
−

−−
− 8 

6353

1131

3014

10432

−
−−
−−

9 

6315

9126

2013

10247

−−−

−−
−

10 

1312

2141

6017

3226

−
−−
−−

−− 11 

0412

2141

6017

3327

−−
−−
−−

−− 12 

5842

15197

0011

8742

−−
−−−

−
−−−

13 

9527

3162

4015

3433

−−−
−−
−−
−−− 14 

9527

3162

4015

2434

−−−
−−
−−
−−− 15 

9427

1164

4015

1437

−−−
−−
−−

−−

16 

3732

0134

3015

15815

−−
−

−−
17 

3352

61310

2011

10416

−−−
−−

−  18 

6355

61310

3012

9415

−−−
−−

−

19 

9082

1146

7018

2133

−−−
−−
−−

− 20 

1846

3153

3017

16924

−−−
−

−−
21 

0413

181811

6017

3466

−
−−−
−−
−−−

22 

3426

2147

90110

8531

−−
−
−

23 

4423

2147

90110

8373

−−−
−−
−−

− 24 

11378

3159

90110

1413

−−−
−−
−−

−−
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���. *!�	�	��	% ���. *!�	�	��	% ���. *!�	�	��	%
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5. ��
�� ���� �����# 

���. 1����#� ���. 1����#�
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−
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−
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−
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6. ��
�� �	'	��	 ����	� �����	��
 �	����� 0�����. 
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7. ���	�����% ����	�� �� ����	������%, ��!����%
����	���� �	'	��
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8. &���	���%, ������"� � �	���� �1, �2, �3

��������%� 
 �����, � ��
�� �����	��	 �	����� � !�
����� ������. 

���.   �	���� ���. �	���� 

1 �1=(1, 1, 0), �2=(3, -3, 4), 
�3=(-2, 2, 3),  �=(1, 2, 3). 

2 �1=(1, -1, 1), �2=(3, 3, 0), 
�3=(1, -1, -2),  �=(-1, -2, -3). 

3 �1=(2, 1, -2), �2=(-1, 4, 1), 
�3=(1, 0, 1), �=(1, 2, 3). 

4 �1=(1, -2, 0), �2=(0, 0, 4), 
�3=(2, 1, 0),  �=(-1, -2, 0). 

5 �1=(2, 3, 5), �2=(2, -3, 1), 
�3=(-9, -4, 6), �=(1, 2, 3). 

6 �1=(1, 4, 3), �2=(2, 1, 5), 
�3=(3, 4, 2),   �=(6, 9, 10). 

7 �1=(3, 1, 2), �2=(4, 5, 3), 
�3=(2, 2, 4),  �=(1, 2, 3). 

8 �1=(1, 3, 2), �2=(1, 1, 1), 
�3=(2, 5, 2),     �=(2, 14, 5). 

9 �1=(1, 2, 4), �2=(1, -1, 1), 
�3=(1, 1, 4),  �=(1, -5, -2). 

10 �1=(1, 2, 4), �2=(3, 6, 8), 
�3=(2, 1, -1),     �=(4, 2, 2). 

11 �1=(2, 3, 4), �2=(4, 6, -1), 
�3=(1, 2, -3),  �=(4, 4, 1). 

12 �1=(2, 3, 4), �2=(4, 6, -1), 
�3=(1, 2, -3),   �=(4, 4, 1). 

13 �1=(-1, 2, -3), �2=(2, -1, 2), 
�3=(-1, 2, -2),  �=(4, 1, 4). 

14 �1=(2, -2, 1), �2=(-1, 3, 1), 
�3=(4, -1, -2),  �=(-1, 11, 7). 

15 �1=(-3, 2, 1), �2=(3, -2, 1), 
�3=(-3, 2, -1), �=(-6, 12, -4). 

16 �1=(-2, 1, 0), �2=(2, -2, 3), 
�3=(1, 4, 2),  �=(13, 4, 15). 

17 �1=(-1, 2, -3), �2=(2, -1, 2), 
�3=(3, 4, -2), �=(4, 1, 4). 

18 �1=(2, -2, 1), �2=(-1, 3, 1), 
�3=(4, -1, -2), �=(-1, 11, 7). 

19 �1=(-1, 1, 3), �2=(-1, 2, 4), 
�3=(-1, 4, -1), �=(-8, 14, 9). 

20 �1=(1, 3, 4), �2=(-2, 2, -3), 
�3=(3, -1, 2),  �=(2, -6, -7). 

21 �1=(1, 1, -2), �2=(3, -1, 1), 
�3=(1, -1, 2), �=(9, 1, -5). 

22 �1=(0, -2, 1), �2=(2, -2, -1), 
�3=(-2, 3, 2), �=(-4, -23, 1). 

23 �1=(3, 2, -1), �2=(1, -1, 1), 
�3=(2, 4, 1), �=(-4, -3, 1). 

24 �1=(4, -2, 0), �2=(-1, 2, -2), 
�3=(2, 3, 1), �=(10, 14, 0). 

25 �1=(3, -2, -1), �2=(4, 2, 1), 
�3=(1, -1, 3), �=(9, 4, -5). 

26 �1=(2, 0, -3), �2=(5, -1, 2), 
�3=(1, -1, 2), �=(-1, 3, -9). 

27 �1=(-6, -3, -2), �2=(5, -1, 2), 
�3=(1, 2, -1), �=(-8, -1, 3). 

28 �1=(2, 1, 1), �2=(-2, 3, 2), 
�3=(1, 1, -2), �=(14, 0, 7). 
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���.   �	���� ���. �	���� 

29 �1=(1, 1,-2), �2=(3, -1, 1), 
�3=(1, -1, 2), �=(9, 1, -5). 

30 �1=(1, 3, 4), �2=(-2, 2, -3), 
�3=( 3, -1, 2), �=(2, -6, -7). 

9. *!�	�	��%,  ���	��� � ����	�� �	������ ��	
��
��������
. 

���. �	���� ���. �	���� 

1 
�1=(-1,1,1), X2=(4,1,-2), 
X3=(0,-1, 2). 

2 
�1=(1,-1,2), X2=(3,-1,-8), 
X3=(-1,0,5). 

3 
�1=(2,1,0), X2=(-5,0,5), 
X3=(1, 4, 3) 

4 
�1=(5,3,0), X2=(-1,-6,-1), 
X3=(0,-1,1) 

5 
�1=(5,-6,1), X2=(3,-5,-3), 
X3=(0, -1, 3) 

6 
�1=(6,3,1), X2=(0,-3,0), 
X3=(-3,-2 0) 

7 
�1=(-6 -2, 1), X2=(3,-2, 1), 
X3=(0, 0, 3) 

8 
�1=(3,-1,2), X2=(-2,2,-3), 
X3=(1,3,4). 

9 
�1=(5,-1,1), X2=(5,3,2), 
X3=(9,-1,2). 

10 
�1=(2,5,2), X2=(1,1,1), 
X3=(1,3 ,2). 

11 
�1=(1,1,0), X2=(-1,2,0), 
X3=(0,3,-3). 

12 
�1=(-1,2,-1), X2=(0,2,-1), 
X3=(1,2 ,2 ). 

13 
�1=(2,0,-1), X2=(3,1,-3), 
X3=(1,-1,0). 

14 
�1=(0,2,-1), X2=(3,1,2), 
X3=(1,2 ,1 ). 

15 
�1=(-2,-7,6), X2=(-4,4,4), 
X3=(0,-2 ,3)  

16 
�1=(1,-2,3), X2=(5,-3,4), 
X3=(2,1 ,-2)  

17 
�1=(-7,0 ,7), X2=(1,3 ,1 ), 
X3=(-2,1 ,-1)  

18 
�1=(1,-1,0), X2=(0,2,-1), 
X3=(0,2 ,0). 

19 
�1=(8,0,-3 ), X2=(-1,-1 ,2), 
X3=(7,-1,-1) 

20 
�1=(1,-1,2), X2=(4,-7,12), 
X3=(-1,3,1)  

21 
�1=(1,2 ,1), X2=(2,-1,-1 ), 
X3=(1,1 ,2). 

22 
�1=(-3,-1,3), X2=(1,1,-1), 
X3=(-2,-1,2)  

23 
�1=(1,-1,4), X2=(3,3,-6), 
X3=(2,1,-1)  

24 
�1=(-1,-2,1), X2=(4,-1,1), 
X3=(2,0,2)  
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25 
�1=(-3,-4,-7), X2=(1,-2,3), 
X3=(2,2,2)  

26 
�1=(0,-2,8), X2=(-1,2,-1), 
X3=(3,2,-1)  

27 
�1=(1,3,3), X2=(2,3,-2), 
X3=(0,-8,-1)  

28 
�1=(10,15,2), X2=(9,10,12), 
X3=(2,4,4)  

29 
�1=(2,3,2), X2=(2,2,3), 
X3=(-4,-3,-7)  

30 
�1=(1,3,3), X2=(2,4,1), 
X3=(1,2,3). 

10. ��
�� $�����	���%��" ����	�� �	'	��
 ����	� 
�����	��


���. 2���	�� �����	��
 ���. 2���	�� �����	��


1 

�
�

�

�
�

	




=−++−
=++−−
=++−+
=−++−

054545

0203

07074

0332

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx 2 

�
�

�

�
�

	




=+++−
=+−+−
=++−+
=++−−

07405

0322

0843

02302

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

3 

�
�

�

�
�

	




=−−++−
=−+++
=−+++
=+++−

05242

0024

033

0203

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx 4 

�
�

�

�
�

	




=−+−−−
=−−+−
=−−++−
=+++−

002322

0203

032

02024

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

5 

�
�

�

�
�

	




=++−+
=−−−+
=++−−
=−+−+

033

02302

0360

0025

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx 6 

�
�

�

�
�

	




=−+−−
=+−−+
=+−++
=++−+

002432

052523

0523

0430

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

7 

�
�

�

�
�

	




=++−+
=−+−−
=−+−+
=−++−

03340

05704

04222

04322

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx 8 

�
�

�

�
�

	




=++−+
=−++−
=+++−
=−+−+

030232

074334

0035

0432

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

9 

�
�

�

�
�

	




=−++−
=+++−
=+++−
=−−++

02435

03445

03443

0202

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx 10 

�
�

�

�
�

	




=+−+−
=++++
=−+++−
=++−+

020

0453

0023

043223

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx
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11 

�
�

�

�
�

	




=−−−+
=−−+−
=++−+
=+++−

04320

054532

0230

03252

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx 12 

�
�

�

�
�

	




=+−+−
=+−−−
=−++−
=−++−

03026

03624

02302

046204

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

13 

�
�

�

�
�

	




=++−+
=++−+
=+−+−
=++−+

020244

022882

0032

02563

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx 14 

�
�

�

�
�

	




=−+++
=++−−
=++−−−
=+++−

05207

03205

0924

0203

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

15 

�
�

�

�
�

	




=+++−
=−−−+−
=−−−+
=+−+−

03223

0454

03022

0205

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx 16 

�
�

�

�
�

	




=+++−
=+−−−
=+++−
=+−+−

003

003

003

02324

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

17 

�
�

�

�
�

	




=++−−
=++−+
=−−−+
=++−+

06533

04325

02242

02357

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx 18 

�
�

�

�
�

	




=++−+
=−+−+
=++−−
=+++−

02554

02032

04523

06532

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

19 

�
�

�

�
�

	




=++++
=++−+
=+−−+
=−++−

0344

03053

07657

0232

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx 20 

�
�

�

�
�

	




=−+−−
=−−++−
=++−−
=−−++

03205

03526

02233

02032

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

21 

�
�

�

�
�

	




=+++−
=−−+−
=++−−
=+++−

02045

03322

08230

05023

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx 22 

�
�

�

�
�

	




=++++
=−−+−−
=+++−
=+++−

02304

0333

03535

0232

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

23 

�
�

�

�
�

	




=+++−
=+−−+
=+++−
=+++−

0224

0332

02452

033576

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx 24 

�
�

�

�
�

	




=+−+−
=++++
=−+−+
=++++

04232

0255

03383

05327

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

25 

�
�

�

�
�

	




=++−+
=++−+
=++−−
=++++

054465

0254

03203

0022

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx 26 

�
�

�

�
�

	




=++−−
=+−+
=++−−
=++−−

054302

032

04302

054302

54321

5321

54321

54321

xxxxx

xxxx

xxxxx

xxxxx
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27 

�
�

�

�
�

	




=++−+
=+++−
=++−+−
=++++

05242

02233

03045

074235

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx 28 

�
�

�

�
�

	




=+++−
=−−+−−
=+−+−−
=+++−

04325

03223

02365

030432

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

29 

�
�

�

�
�

	




=+−−−
=+−+−
=+++−
=−++−

053202

04537

0424

023

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx 30 

�
�

�

�
�

	




=+++−
=++−+
=−−−+
=−+−+

03222

0235

0453

0323

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

11. ��
�� ������	�� 	 ����	��� � ������	�� 	 �	���� 
�����# 

���.    1����#� ���.    1����#�
1 

��
�

�
��
�

� −
15

17

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−

212

043

010

;

2 

��
�

�
��
�

�

20

16

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

300

121

061

;

3 

��
�

�
��
�

� −
42

11

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−

080

120

1101

;

4 

��
�

�
��
�

�

21

03

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

300

201

421

;

5 

��
�

�
��
�

�

−− 32

22

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−

−−−

110

211

222

;

6 

��
�

�
��
�

�

−
−

42

53

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

113

151

311

;

7 

��
�

�
��
�

�

−
−

31

104

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−

200

241

054

;

8 

��
�

�
��
�

�

−
−

82

71

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

075

163

003

;
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���.    1����#� ���.    1����#�
9 

��
�

�
��
�

�

−
−

32

76

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−

−

211

131

112

;

10 

��
�

�
��
�

�

−
−

37

26

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−

121

101

365

;

11 

��
�

�
��
�

�

13

02

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−

−

131

111

322

;

12 

��
�

�
��
�

�−
12

34

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

221

022

013

;

13 

��
�

�
��
�

�

21

34

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

− 724

324

135

;

14 

��
�

�
��
�

�

23

14

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−−

−

520

262

027

;

15 

��
�

�
��
�

�

52

01

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−
−

040

590

322

;

16 

��
�

�
��
�

�

−
−
1211

76

�
�
�

�

�

�
�
�

�

� −

030

250

732

;

17 

��
�

�
��
�

�

23

14

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−

424

086

020

;

18 

��
�

�
��
�

�

16

12

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−

132412

101910

007

;

19 

��
�

�
��
�

� −
11

24

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

0262

020

8140

;

20 

��
�

�
��
�

�

42

51

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−− 254

014

023

;

21 

��
�

�
��
�

�−
44

01

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−− 4103

027

036

;

22 

��
�

�
��
�

�

−− 12

34

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−

375

060

424

;

23 

��
�

�
��
�

�

42

13

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−

700

874

431

;

24 

��
�

�
��
�

�

41

23

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

300

222

140

;
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25 

��
�

�
��
�

�

31

24

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−

0160

240

3152

;

26 

��
�

�
��
�

� −
64

11

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

0131

010

470

;

27 

��
�

�
��
�

� −
12

26

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−
−

153

030

856

;

28 

��
�

�
��
�

�

− 14

16

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−

−

420

110

635

;

29 

��
�

�
��
�

�

− 82

33

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

401

053

041

;

30 

��
�

�
��
�

� −
31

68

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−

−

312

040

431

;

12. ��
�� ��	
��	 !�	����������	 !	�	�	�� �, 
!�������		 �����������" $���� � �������	����� ����. 

���. /����.$����  L(x,y) ���. /����. $����  L(x,y)       
1 5�2 - 4�: +2:2 2 �

2 -10�: +4:2

3 �
2 + 4�: +5:2 4 �

2 -8�: +:2

5 5�2 + 16�: +16:2 6 16�2 -16�: +5:2

7 5�2 - 4�: +:2 8 �
2 -8�: +:2

9 �
2 -6�: -:2 10 2�2 + 8�: +9:2

11 �
2 + 8�: +:2 12 4�2 + 8�: +5:2

13 -�2 + 6�: +:2 14 9�2 + 12�: +5:2

15 �
2 - 4�: +5:2 16 4�2 + 4�: +2:2

17 �
2 - 4�: +6:2 18 -�2 -6�: +:2

19 5�2 -12�: +9:2 20 �
2 + 10�: +4:2
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���. /����.$����  L(x,y) ���. /����. $����  L(x,y)       
21 �

2 + 8�: +:2 22 �
2 + 6�: -:2

23 5�2 + 4�: +:2 24 2�2 - 4�: -7:2

25 9�2 + 6�: +5:2 26 2�2 -4�: +4:2

27 5�2 -8�:+4:2 28 4�2 + 16�: +17:2

29 5�2 + 6�: +9:2 30 17�2 + 16�: +4:2
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